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ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА
Теория Дирака была создана сравнительно недавно; основное 

уравнение своей теории Дирак предложил лишь в 1928 г. Эта 
теория, являющаяся первым шагом к объединению двух основ­
ных теорий современной физики, — теории относительности и 
волновой механики, — получила в последние годы блестящее 
развитие, когда ряд ее выводов подтвердился опытом. В част­
ности, знаменитая теория „дырок" Дирака получила подтверж­
дение открытием электронов с положительным зарядом — позитро­
нов. Все это придало теории Дирака весьма существенное значе­
ние в современной теоретической физике.

Правда, она не является вполне совершенной теорией, объеди­
няющей волновую механику с теорией относительности. Построе­
ние такой теории-—релятивистской теории квант, а вместе с ней 
и квантовой электродинамики, пока еще дело будущего. Трудно 
сказать сейчас, в каком виде войдет в эту будущую теорию 
теперешняя теория Дирака. Но все это однако не лишает в на­
стоящее время теорию Дирака большого значения, как теорию, 
объяснившую ряд новых вопросов, подтвердившихся опытом.

Предлагаемая вниманию читателя книга, автором которой 
является один из основоположников волновой механики, пред­
ставляет собой блестящее изложение теории Дирака и ее раз­
личных применений; кроме того в ней кратко изложены основ­
ные принципы волновой механики.



ПРЕДИСЛОВИЕ
Теория электронов Дирака представляет огромный "интерес с 

нескольких точек зрения. Она является наиболее совершенной 
из имеющихся форм волновой механики электрона; она прими­
ряет, по крайней мере до некоторой степени, идеи теории от­
носительности с квантовыми концепциями, в форме, вполне со­
гласующейся с принципами новой физики; она уточняет такую 
плодотворную гипотезу электрической, магнитной и вращающейся 
частицы Уленбека и Гаудсмита; наконец, она дает возможность, 
поскольку это касается и тонкой структуры спектров и ано­
мальных эффектов Зеемана, объяснить очень важные эксперимен­
тальные данные, в чем и она, в свою очередь, находит себе бле­
стящее подтверждение. Редактируя курс, который мы читали 
последние годы в Институте Анри Пуанкаре, нам представилось 
небесполезным опубликовать общий очерк упомянутой теории.

Чтобы доказать, что теория Дирака не является простой игрой 
досужего теоретика, а что она является очень кстати, давая 
возможность объяснить важные явления, мы считаем нужным в 
первой части книги дать обзор явлений, которые получили бла­
годаря настоящей теории вполне удовлетворительное объясне­
ние, тогда как эти же явления не поддавались объяснению ни 
при помощи прежней квантовой теории, ни даже при помощи 
волновой механики в ее первоначальной форме.

В этой первой части нашей работы мы точно также уделили 
немного места для того, чтобы напомнить общие принципы новой 
механики и изложить вытекающие из нее физические законы. 
Ибо не представляя себе наглядно этих принципов, совершенно 
невозможно как следует понять теорию Дирака.

В изложении теории, являющейся объектом второй части, мы 
сохранили несколько асимметричную форму уравнений, употреб­
ляемую с самого начала самим Дираком, не пытаясь дать более 
симметричных с точки зрения теории относительности обозна­
чений, как это делали впоследствии многочисленные авторы. 
Это искание симметрии формы, нам кажется несколько тщет­
ным, поскольку, как это мы попытались показать в последней 
главе, теория Дирака, несмотря на инвариантность уравнений по 
отношению к преобразованию Лоренца, должна будет в свое время 
сыграть особенную роль, чтобы остаться в согласии с основными 
главнейшими принципами квантовой физики. В конце второй
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части мы посвятили одну главу систематическому обзору теории 
в делом, чтобы помочь читателю воспринять ее как гармони­
ческое целое.

Третья часть работы посвящена объяснению с точки зрения 
теории Дирака экспериментальных данных, упоминаемых в 
первой части. Далее идет изложение некоторых несколько не­
обычных выводов из основных уравнений, особенно в отношении 
состояний с отрицательной энергией. Мы изложили эти трудности, 
не давая никакого решения. Каким бы образом они ни разре­
шились в будущем, они заслуживают того, чтобы их изучить, 
так как их корни идут к самым основам теории.

Мы надеемся, что вся работа в целом даст возможность чи­
тателю сразу оценить красоту теории Дирака, ее полезность в 
смысле объяснения экспериментальных данных, а также понять 
ее пробелы и слабые места.

Выражаю глубокую признательность Жан Луи Детуш за 
оказанную им помощь в чтении корректуры.

Луи де Бройли



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ
УСПЕХИ И НЕУДАЧИ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 

И ВОЛНОВОЙ МЕХАНИКИ В ЕЕ ПЕРВОНАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ

Г л ав а  I

Атомный спектр водорода 
Теории Бора и Зоммерфельда

1. Формула Бальмера и спектральные термы водорода

Из всех серий линий видимого спектра водорода ранее всех 
стала известной серия Бальмера. Она составляется из четырех 
главных линий (которые в действительности являются узкими 
дублетами, как мы в этом убедимся позднее). Вот названия 
и длины волн этих четырех линий:

Н«: 6.563 А Н?: 4.861 А Нт : 4.340 А Н3:4.102 А
Еще полвека тому назад Бальмеру удалось отыскать фор­

мулу, дающую частоты этих линий. Эта формула представляется 
в следующем виде:

vm — R 1_
4

2  
т2 т =  3, 4, 5, 6

где v3—--частота линии Н*,
v4— частота линии Нр и т. д.

R—константа, называемая „константой Ридберга", с большой 
точностью равная 3,29201.1015.

Прочие открытые позже серии линий невидимого спектра 
водорода следуют аналогичным законам. Таковы, например, уль­
трафиолетовая серия Лимана, для которой частота линий да­
ется формулой:

'hn — R т — 2, 3 ... (2 )

и инфракрасная серия Пашена, для которой:
Г 1 1R тL т : 4, 5 . . . (3)

Отсюда видно, что все эти формулы приводятся к общему 
типу

1 1R п1 in­ ti <  т (4)

Для линий серии Лимана п — 1; серии Бальмера п-~- 2; се­
рии Пашена п =  Ъ,



s АТОМНЫЙ СПЕКТР ВОДОРОДА.

На основании сказанного можно прийти к общему закону, 
оказавшемуся справедливым в отношении всех спектральных 
линий всех тел. Это— „комбинационный принцип Ритца“, кото­
рый гласит так:

„Частота любой спектральной линии равна разности двух 
характеристических спектральных термов излучающего тела".

Или в другой форме: !
„Для всякого излучающего тела можно составить таблицу 

чисел, называемых спектральными термами, таким образом, что 
частота каждой спектральной линии тела будет представлять 
собой разность двух из этих спектральных термов“.

Таким образом, формула (4) показывает, что для водорода 
спектральные термы, по крайней мере по их абсолютному значе-

R 1 онию, имеют вид при л = 1 , 2 ... и1
Более углубленное экспериментальное изучение линий серии 

Бальмера показало, далее, что в действительности каждая из 
этих линий образуется двумя очень близкими линиями. Иначе 
говоря, анализируя серию Бальмера с достаточной степенью ди­
сперсии, мы замечаем, что каждая линия, принимавшаяся вна­
чале за простую, в действительности является узким дублетом. 
Для каждого из этих дублетов разность частоты между двумя 
составляющими одна и та же. Позднее мы увидим, как Зоммер- 
фельду удалось объяснить эту тонкую структуру серии Баль­
мера.

2. Теория Бора для спектральных термов водорода

В 1912 году Бору удалось объяснить спектральные термы 
водорода и, исходя из этого, построить на совершенно новых 
основаниях современную теорию атома.

Несколько ранее появления теории Бора физики, не без не­
которого колебания, кончили, согласно предположению Резер­
форда, на том, что приняли планетарную модель атома. Соглас­
но с этим взглядом, атом простого тела, место которого в си­
стеме Менделеева обозначается через N, имеет центральное 
ядро с положительным зарядом Ne, причем е представляет со­
бой элементарный электрический заряд -f-4,77.10-10 электро­
стат. единиц; вокруг этого ядра вращается N электронов с за­
рядом— е таким образом, что атом в целом является электри­
чески нейтральным. Бору пришла в голову мысль вычислить 
эту модель атома, применяя к ней законы теории квантов, 
с успехом введенные Планком при изучении черного излучения. 
Он предположил, что планетарный электрон в атоме может 
описывать около положительного центрального солнца только 
определенные движения, предусмотренные классической меха­
никой. Этим стабильным движениям электронов в атоме соот­
ветствуют „стационарные состояния", во время которых, в про­
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тивовес предсказаниям классической электродинамики, не мо­
жет происходить никакого излучения. Таким образом, испуска­
ние спектральных линий может иметь место только во время 
мгновенных переходов атома из первоначального стационарного 
состояния в другое стационарное состояние с меньшей энергией.

Какова же будет частота линии, испускаемой во время та­
кого перехода?

Бор определяет ее, допуская, что потерянная атомом энер­
гия излучается в форме одного только кванта света с энергией 

в форме одного фотона, выражаясь современным языком. 
Таким образом, если Е* и Е; означают энергию атома в перво­
начальном стационарном состоянии и в конечном стационарном 
состоянии, то частота v,y излучения во время перехода из од­
ного состояния в другое представится в виде

Эта формула непосредственно объясняет принцип комбини­
рования Ритца и показывает, что спектральные термы атома 
равны энергиям его различных стационарных состояний, разде­
ленным на постоянную Планка.

Следовательно, существенной задачей является определение 
энергии стационарных состояний. Для этого в своей первона­
чальной работе Бор делает допущение, что электрон ведет 
себя, как точечный заряд, подчиняющийся законам динамики 
Ньютона, но в то же время он ограничивает количество воз­
можных движений, вводя правила квантования Планка. В то 
время, когда это писалось Бором, квантовать умели только пе­
риодические движения, определяемые одной переменной q. Ме­
тод квантования для этого случая был таков: имея ^.представ­
ляющее собой момент Лагранжа, сопряженный с координатой q, 
писали:

Г
фр d q =  nh  (п целое) (6)
J

При этом интеграл распространялся на весь период движения, 
a h есть постоянная Планка. Вполне естественно, Бор пришел 
к предположению, что движения электрона, удовлетворяющие 
условию (6), являются устойчивыми движениями, соответству­
ющими стационарным состояниям атома.

Этот метод позволяет легко вычислить энергию устойчивых 
круговых траекторий атома водорода, который, в представлении 
Резерфорда, образуется из ядра с зарядом +  е и из планетар­
ного электрона с зарядом1—е. Если б обозначает азимут, ко­
торый отмечает положение электрона на круговой траектории 
радиуса г, условие (6) дает:

т г10 =  п- h_
2 it

db 
d t (7)



10 а т о м н ы й  с п е к т р  в о д о р о д а .

Это равенство означает, что момент вращения электрона на 
устойчивой орбите есть целое кратное Поскольку, с другой 
стороны, законы динамики дают соотношение:

(8)

для энергии я-ого квантованного кругового движения 
находим:

ЕЯ: 1т г262 1 гп /-‘-О2 2 я2 т е4 
ft2 А2

легко

(9)

Следовательно, если ограничиваться круговыми движениями, 
спектральные термы водорода должны быть вида :

Е „ 2 - 2 т ек
1Г"  //- А3 (Ю)

По формуле (5) линии водорода должны иметь частоты, оп­
ределяемые из общего соотношения:

Vrm' —2 л2 т ек / 1
Л3 я2

_1
«/- (ft' >  ft) (И)

и мы снова возвращаемся к формуле (4), выведенной экспери­
ментальным путем, допуская, что:

_2 к2 щ
А3 ( 12)

Таким образом, численное определение второго члена (12) 
показывает, что его значение довольно точно равняется экспе­
риментальному значению постоянной Ридберга.

Можно повторить то же самое вычисление, предполагая, 
что мы имеем уже дело с атомом, имеющим атомный номер N, 
ионизированным N — 1 - кратно. Следовательно, придется ре̂  
шать задачу, аналогичную предыдущей в отношении атома во­
дорода, исключая только то, что центральный заряд теперь уже 
Ne вместо е 1). Повторяя тот же ход рассуждений, легко найти 
для спектрального терма вместо (10):

Е„ _  _ 2 ~Гт1.е > _  R N -
А ft2 А3 я2 (13)

Спектральные термы представляют собой числа, кратные 
квадрату атомного номера. Наипростейший случай представляет 
атом гелия, ионизированный однократно, для которого имеем 
N =  2. Спектральные термы и частоты учетверяются. Однако,

1) Часто говорят, что атом с номером N, ионизированный N — 1- кратно, 
водородоподобен.
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экспериментальные данные показывают, что постоянная Рид­
бергу вовсе не имеет одинакового значения для Н и Не+. Бор 
смог определить эту разницу, учитывая обратное действие элек­
трона на ядро.

3. Квантованные энергии эллиптических орбит

Приведенные выше вычисления Бора не могут рассматри­
ваться как исчерпывающие, ибо изучение движения электрона 
вокруг ядра в принципе является задачей с двумя переменными: 
радиусом - вектором и азимутом. Исключение изменений ради­
уса-вектора, ограничиваясь только круговыми траекториями, 
очевидно, искусственно. А чтобы целиком и полностью разре­
шить задачу, необходимо наперед уметь написать квантовые 
условия для движений с несколькими степенями свободы. Вот 
как это удалось сделать.

Пусть мы имеем систему с п степенями свободы, опреде­
ляемую переменными ql . . .qn. Если все переменные допускают 
тот же самый период Т, то - есть если через интервалы времени, 
равные Т, они принимают то же самое значение, система при­
обретает те же самые конфигурации: она периодична. Если 
каждая переменная qi имеет период Т/, причем эти периоды 
несоизмеримы, то система является квази - периодической. Кван­
товые условия имеют смысл только для систем периодиче­
ских или квази - периодических. Для систем такого рода, кото­
рые приходилось квантовать в прежней теории квантов, всегда 
представлялось возможным выбирать переменные так, что они 
образовывали систему „разделенных переменных", иначе говоря, 
каждый из моментов Лагранжа pi мог выражаться через функ­
цию одной соответствующей координаты qi. Выбравши таким 
образом переменные, Вильсон и Зоммерфельд показали, что 
квантование должно выражаться п условиями:

причем каждый интеграл берется для периода Т/ переменной qt.
Зоммерфельд воспользовался этим новым выражением, чтобы 

более полно разрешить проблему атома водорода, принимая во 
внимание все эллиптические движения. Пусть г будет радиус - 
вектор и В азимут электрона на его кеплеровой траектории. 
Тогда кинетическая энергия Т будет :

(14)

(15)

и моменты Лагранжа будут, по определению:
д7рт— т — m г рн — —  =  тгЬ (16)
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Здесь могут быть применены условия (14), которые примут 
вид :

Г2' ■ г • ’I mr2bd 6 =  nxh (j)tn г d г ~  пгк (17)

тг26 является постоянным моментом вращения в цент­
ральном поле, по теореме площадей. Следовательно, первое 
условие (17) дает:

т г'1 0 ----- n\Jrz ( 18)

и совпадает с условием (7) Бора для круговых орбит.
Чтобы вычислить второй интеграл (17), мы должны написать 

выражение энергии так:

Е = - ^ т ( г 2 +  г2ё2) —I 2 J _
2 т

Ст г2 6)2 -(- т2 г2 е* 
г

откуда, принимая во внимание (18), получим : 

т г =  /V =  +
( е2) n 2h22 от| Е + 7 ) _ _ а_

(19)

( 20 )

формулу, которая показывает разделение переменных.
Во время движения радиус-вектор г колеблется между зна­

чениями гх и г2, которые обращают корень (20) в нуль, так как 
рг должно быть действительным; предполагая гх< г 2, напишем:

Г
(Dprdr =  
J

лх2 h2d r (21)

ибо в формуле (20) необходимо брать знак -j-, когда г возрастает, 
и знак —, когда он убывает. Зоммер |эельд вычислил интеграл 
(21) при помощи теории вычетов Кош i и нашел для него зна­
чение — |nx h -2 к те2

Y  2 т\Е\
Приравнивая к n2h, легко найти:

2тг2 т е4
л‘"' “  ~  (K l-f  я2)*А* (22)

Эта формула дает квантованную энергию стационарного со­
стояния, соответствующего квантовым числам п{ и п2. Так как 
j«ij и п2 являются числами целыми положительными или нулями, 
которые не могут быть одновременно равными нулю, как в 
этом легко убедиться, можно положить :

\ni\~\-n2 ~ n (п— 1,2...) (23)
и тогда формула (22) дает те же самые уровни энергии, что и 
первоначальная теория Бора. Иначе говоря, рассмотрение эллип­
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тических орбит не приводит ни к какому новому выражению 
для спектральных термов. Введение двух степеней свободы не 
может само по себе объяснить тонкую структуру серии Баль- 
мера.

4. Теория тонкой структуры Зоммерфельда

Чтобы объяснить тонкую структуру спектра водорода, Зом- 
мерфельд применял вместо классической механики механику 
релятивистскую. Эта мысль целиком оправдывается, если заме­
тим, что в атоме Бора скорость электронов на внутренних ор­
битах должна быть сравнима со скоростью света.

В релятивистской механике для кинетической энергии элек­
трона имеется выражение:

Т =  т0 с2 ' J
(24)

где тй — масса электрона в состоянии покоя, а р имеет обыч­
ное значение :

v
± У Г* г* 62 (25)

Но здесь уже нельзя больше определять момент р;, сопря­
женный с переменной qi, как производную от Т по дг, здесь 
необходимо ввести релятивистскую функцию Лагранжа :

L — — т0 с2] /  1 — р2 — U (26)
где U представляет потенциальную энергию, и тогда :

Р
dL
d<ji

(27)

В случае водородного атома потенциальная энергия не зави­
сит от ди и поэтому имеем

_  d L _ т0с2 <?Р2
Pr~ ~ J r ~  2ф Т

Щг
■р2 dr  j/" 1 —■ р2

dL т0 с т0 г2 0 (28)
дв 21/1— р2 дЬ V 1—Р2 

Следовательно, квантовые условия (14) здесь представятся :

/;о У\ Р9
' n \ h \

Г та г
У i / r - ?

dr п2 h (29)

Подробное изучение траектории, в которое мы здесь вда­
ваться не будем, показывает, что электрон описывает, эллипс 
с вращающимся перигелием. Иначе говоря, траектория в каж­
дый данный момент является касательной к эллипсу, который
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медленно вращается в своей плоскости. Радиус-вектор колеб­
лется между значениями гх и г2, но время, которое он тратит на 
описание круга гх—+г2—*гх (период переменной г), несколько 
больше, чем время, затрачиваемое азимутом для возрастания до

2 it (период переменной 6). Та­
ким образом, орбита целиком не 
замыкается и движение является 
квази - периодическим.

Момент рч является, кроме 
того, моментом вращения вокруг 
центра, и легко показать, что 
он здесь является константой, 
то-есть, что теорема площадей 
всегда действительна. Следова­
тельно, первое условие (29) дает:

Рч
т0 г2 6 h

----- =  «1 к- (зо)Й2 12 It 4 '

Полная энергия представляет 
собой сумму энергии внутрен­

ней т0с2, энергии кинетической и энергии потенциальной. Сле­
довательно, она равна:

(31)W =
У 1 — р2

е 2

г

Принимая во внимание (28) и (25), эту формулу легко при­
вести к виду:

W =  C] / ^  т°*с*+Рг*+р̂  — 7  (32)
Назовем через Е энергию W, уменьшенную на выражение 

от0с2; тогда Е будет обозначать энергию, как ее определяют 
в классической механике. В формуле (32) заменим W выраже­
нием E-f-т0с2 и решим относительно рг. Получим:

^  =  ± | / а + 2 ? + ?  (33)

при значениях:

A =  | + 2 « . E = № v [ ( l  +  ^ ) ’- l ]

Fe2В =  -—j- -\-т0е2 Е (34)
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Зоммерфельд далее ввел в вычисление то: 
вают „константой тонкой структуры*1:

2 г. е2

что теперь назы-

(35)

Таким образом, можно написать:
_ _ n i 4 4  of

' 4 -- I п\%
Применение теоремы вычетов позволяет 

У | /  h +  ’y + f i d r = - 2 * i ^ V c -

(36)

установить: что

(37)

Приравнивая второй член (37) n2h сообразно (29) и заменяя 
А, В и С их значениями, путем простых преобразований Зом­
мерфельд находит

1 4 - тьс- 1 + [по - \~ V n r— И 2
(38)

формулу, которая в точности дает энергию Е стационарного 
состояния, определяемого квантовыми числами я, и я2.

Так как величина а2 очень мала, первое приближение за­
ключается в пренебрежении членами степени выше первой 
по а2. Тогда, как и следовало ожидать, мы возвращаемся к фор­
муле (22) нерелятивистской теории и не находим тонкой струк­
туры. Лучшее приближение будет, если сохранить члены, про­
порциональные а4, и написать

Г а2
1 [/г22 -K/rai2 — А2]2

а- 1

2 (|л; | 4 -« 2 )3 2 (|/гх| -)- га.,)4
1 +  '**4 ^ п.

(39)

Перенося это значение в формулу (38), находим:
2 ~2 т0 е4

(l«iH
. / 1 I Щ

ЦпЛ +  п,)* \  4 (40)

Третий член в скобках объясняет существование тонкой 
структуры серии Бальмера, так как он зависит отдельно и от 
I пх | и от щ, а не только от | пх \ 4~ Щ- ^ /

Теперь мы несколько изменим обозначения. ЧислоПг -— |«i! — 
4 -п2 мы назовем „главным квантовым числом", а число ^ =  | /гх | -— 
„азимутальным квантовым числом". Очевидно, что каждый уро­
вень квантованной энергии вместо чисел щ и я2 можно харак­
теризовать числами п. и k. Формула (40) теперь примет вид 
(вводя постоянную Ритберга):

Е пк — “ RA
п2

а_2 In _  3V 
n2\k 4/

(41)
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В прежней теории квантов считалось, что азимутальное чи­
сло k никогда не может принять значения 0; для круговых 
траекторий имели п2 =  0 или п =  к, а для траекторий эллипти­
ческих 0 < & < > . По формуле (41), каждая стационарная орбита 
характеризуется энергией Епь которая зависит не только от п, 
но также и от к. Но так как а2 величина очень малая по 
сравнению с единицей, то различные спектральные термы, соот­
ветствующие одному и тому же значению п, — очень близки друг 
к другу, и, таким образом, получаем тонкую структуру линий, 
предвиденных теорией Бора.

Ясно, что спектральный терм Бора, соответствующий дан­
ному значению п, разлагается на п соседних термов, так как 
при определенном п для к может быть п значений 1, 2 ...п. 
Нужно отметить, что расстояние между соседними термами тем 
меньше, чем больше п благодаря наличию п2 в знаменателе 
члена с а2.

Рассмотрим серию Бальмера. В первом приближении частоты 
линий даются формулой:

v =  R 1

22
V  

п 2
п — 3, 4 ... (42)

Во втором приближении, но 
Rспектральный терм ^  заменить на

R  о  -
же спектральный терм —2 на ^

Зоммерфельду, необходимо 
1 I, а так-}

Следовательно, в серии Бальмера имеется тонкая структура 
с постоянным расстоянием между линиями, происходящим вслед­
ствие раздвоения (k — 1,2) первого спектрального терма, и вто­
рая тонкая структура с расстоянием между линиями, убыва­
ющим в направлении вверх в пределах серии, зависящая от 
сложности второго переменного спектрального терма. Эта вто­
рая тонкая структура практически ненаблюдаема, так как она 
слишком тонка. Первая соответствует разложению каждой из 
линий, предусмотренных формулой Бальмера, на дублет с по­
стоянным расстоянием между составляющими для всей серии, 
которое равняется:

AvH = R
22 1 +22 \  1

3
4

Ro2
46 (43)

При замене частот волновыми числами числовое значение Ro2
16

дает 0,365 см-1. Эта величина с достаточной точностью схо­
дится с числом, найденным экспериментальным путем. Таким 
образом, дополняя теорию Бора введением теории относитель­
ности, находим объяснение существованию дублетов в серии 
Бальмера.
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Если мы вернемся к вычислениям Зоммерфельда, предпола­
гая, что мы имеем дело не с атомом водорода, а с атомом 
с атомным числом N, ионизированным N — 1 -кратно, мы най­
дем для энергии стационарного состояния, характеризуемого 
числами п и к :

Следовательно, поправка теории относительности помножа­
ется на N2, а расстояние между компонентами дублета на N4. 
Таким образом, для ионизированного гелия (N =  2) расстояние 
между компонентами дублетов в серии, соответствующей серии 
Бальмера, должно быть в 16 раз больше, нежели в самой серии 
Бальмера. Отсюда ясно, что изучение дублетов в спектре Не + 
могло послужить для проверки теории Зоммерфельда. Такая 
проверка, произведенная Пашеном, дала положительный ответ.

Таким образом, теория тонкой структуры Зоммерфельда для 
Н и Не+ дала очень хорошие результаты. Она оказалась с ус­
пехом применимой для объяснения важного класса дублетов 
в спектре X-лучей. Но позднее выяснилось, что для X-лучей 
и даже для простого спектра водорода применение формулы (41) 
наталкивается на большие трудности. Подробнее мы оста­
новимся на этом в главе III.

!



Г л а в а  II

Общие понятия о дублетных оптических 
спектрах и их интерпретация

1. Формула Ридберга и спектральные серии

Успех формулы Бальмера и формул того же типа для водо­
рода долго заставлял спектроскопистов биться над вопросом, 
нельзя ли отыскать аналогичные формулы и для прочих эле­
ментов. Так как принцип комбинирования справедлив для всех 
оптических линий, оставалось лишь отыскать для спектраль­
ных термов любого элемента выражение, обобщающее выраже-

Rние ^ 2 , найденное для водорода.
Ридберг показал, что в первом приближении спектральные 

термы^элемента могут быть написаны в таком виде:

— - —  ( 1 )(л + Д )2 ^
где R — та же постоянная, что и для водорода. В выражении 
(1) число я есть число целое положительное, а Д является чи­
слом дробным, могущим принимать для каждого элемента не­
сколько различных значений. Формула Ридберга не дает очень 
точного выражения спектральных термов. Ритц предложил бо­
лее точное выражение, где точно также фигурируют целое чи­
сло я и количество Д. Не останавливаясь здесь на более точ­
ном выражении спектральных термов, как функций я и Д , мы 
примем, что каждый спектральный терм может быть выражен 
при помощи этих двух количеств, а следовательно, и обозна­
чен через (я, Д). При данном значении я, Д вообще может при­
нимать несколько различных значений. Следовательно, тому же 
самому я может соответствовать несколько спектральных тер­
мов. Спектроскописты, обычно обозначают возможные значения 
Д при помощи ряда букв: 5, р, d, /, g, h . . .  и, составив таблицу 
спектральных термов, придают ей следующий вид:

(Is) (2,5) (3,5) (4, s) (5 , s ) ...................
(2 ,р) (3./0 (4 ,р) , (5 ,р) ..................

(3, d) (4 ,d) (5 , d ) .................. (2)
(4./) (5 ,/ ) ...................

(5 , g ) ...................
Таким образом, ДЛЯ V,-1- 1 Д имеет одно значение s. Для

я 2 Д может иметь значения s или р. Для п — 3 Д имеет одно
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из значений s, р, d и т. д. В общем, когда п возрастает на еди­
ницу, то и число возможных значений Д точно также возра­
стает на единицу.

Как и для водорода, частоты линий одной и той же спек­
тральной серии всегда представляют собой разность между ха­
рактеристическим постоянным термом серии и переменным тер­
мом. Вот формулы частот 4 серий, наблюдаемых во всех спек­
трах и особенно хорошо изученных спектроскопистами:

Главная серия — (1} s) (n,p) n =  2,3 .
Диффузная се­
рия или I серия 
второго порядка v» =  (2 ,p )- (n, d) 1! oo

Узкая серия или 
2 серия второго 
порядка i'SCN - (n, s) n =  3, 4 .
Серия Бергман- 
на или основная 
серия — (3, d) («./) n =  4, 5 .

Так как значение спектральных термов всегда уменьшается 
по мере возрастания п, идя вверх по спектральной серии, мы 
находим линии, частота которых все более и более приближа­
ется к постоянному спектральному терму, который характери­
зует данную серию. Поэтому этот спектральный терм может 
быть назван „пределом серии".

Из формул серий (2) замечается особенность, наблюдаемая 
во всех сериях, получающихся в обычных условиях: если воз­
можные значения А расположить в порядке s, р, d, /, g  и т. д., 
то значения А, фигурирующие в формуле серии, всегда распо­
лагаются в правильном порядке. Если значения А вместо букв 
s, р, d ...  обозначить цифрами 1, 2, 3 . . . ,  можно сказать: „При 
переходе от одного терма до другого в формуле серии А уве­
личивается или уменьшается на единицу". Это называется „пра­
вилом отбора", которое показывает, что громадное число*ком­
бинаций между спектральными термами, по крайней мере в 
обычных условиях лучеиспускания, не соответствует фактиче­
ски наблюдаемым линиям.

2. Дублетный спектр щелочных металлов

Таблица (2) спектральных термов является только лишь пер­
вым приближением; к сожалению, действительность далеко не 
так проста. Прогресс спектроскопии показал, что линии, кото­
рые в только что изложенной схеме Ридберг - Ритца считались 
простыми, в действительности образованы группою смежных 
линий, состоящих из дублетов или триплетов или вообще из 
мультиплетов. Так как мы не можем здесь останавливаться на 
подробном изложении этого действительно сложного вопроса,
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мы Ограничимся исследованием спектра щелочных металлов, в 
котором линии являются дублетами.

Изучение спектра щелочных металлов показало, что для 
этих элементов большая часть спектральных термов схемы Рид­
берг-Ритда раздваивается. Точнее выражаясь, значение s коли­
чества А всегда остается одно и то же, а значения р, d, /, g... 
все двойные: имеется два очень близких значения р х и р2, два 
очень близких значения dx и й.г и т. д. Следовательно, имеется 
полное основание заменить таблицу (2) следующей таблицей:

(2,5) (3,5) (4, s) (5,5) .
(2, Pd (3 ,Рг) (4, Pi) (5, Pd •
(2 ,/>,) (з ,р,) (4 ,рг) (5,Pd ■

(3, dx) (4 ,dx) (5,dd  .
(3, d,) (4,d n) (5,d,) .

(4, fi) (5, f d  •
(4, Л) (5,/ 2 ) ■

(5,gd  •
(5. ft) •

(4)

Обычные спектральные серии получаются в результате ком­
бинирования спектральных термов, причем А принимает два 
смежных значения в порядке : s, р, d, /, g ... Это уже упоминав­
шееся выше правило отбора. Но здесь мы обнаруживаем дру­
гое дополнение. Например, возьмем диффузную серию формулы

v =  (2, р) — (п, d) (5)
и рассмотрим линии этой серии, для которых п ~ Ъ .  A priori 
эта группа линий может включать в себе 4 следующих линии:

(2./Ч) — (3,<*i); (2,P l) —-(3 ,rfa); .
(2,/?2) (3, dx) ; (2,/>,)-(3,d2) W

Однако, опыт показывает, что вторая из этих линий в обыч­
ных условиях никогда не наблюдается. В этом заключается но­
вое правило отбора, точную формулировку которого мы дадим 
после введения обозначения квантовых чисел в определение 
спектральных термов таблицы (4).

3. Объяснение схемы Ридберг - Ритца при помощи 
теории Бора

Ввиду того, что теория Бора дала прекрасные результаты 
для водорода и ионизированного гелия, вполне естественным 
было стремление распространить ее на атомы более сложные, 
и понятно, что первой задачей в этом направлении было объяс­
нение таблицы (2) спектральных термов Ридберг-Ритца.

Когда теорию Бора стремились распространить на атомы, 
содержащие более одного планетарного электрона, пришлось 
натолкнуться на значительные трудности. Динамическая проб­
лема усложнилась, применение квантовых правил стало неопре­
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деленным. Тем не менее, общая аналогия спектров всех эле­
ментов и наличие у них всех постоянной R Ридберга привело 
к мысли, что планетарная схема, такая полезная при изучении 
атома водорода, должна оказаться применимой, во всяком слу­
чае до некоторой степени, и для всех прочих элементов.Чтобы этого 
добиться, начали с применения очень грубой гипотезы: в атоме 
с атомным числом N допускается наличие N — 1 планетарных 
электронов, вращающихся вблизи ядра и образующих вокруг 
него „электронный каркас", в то время как N - тый планетар­
ный электрон, называемый „оптическим электроном", имеет ор­
биту вне электронного каркаса. Переходы оптического элект­
рона из одного стационарного состояния в другое и определяют 
оптический спектр элемента. Благодаря гипотезе электронного 
каркаса явилась возможность принять приближенно, что дей­
ствие ядра с зарядом - 4-  Ne и каркаса с зарядом — (N — 1)е на 
оптический электрон эквивалентно действию центрального за­
ряда Это привело к проблеме атома водорода с одним 
квантовым числом. Во втором приближении Зоммерфельд пы­
тался учесть то, что заряд ядра и заряд каркаса не компенси­
руются именно до единицы. Траектория электрона при этом 
оказывается незамкнутой, приходится ввести второе квантовое 
сило k, и это дало возможность уяснить переход термов, име­
ющих форму Бальмера, к термам формы \п, А). Зоммерфельд 
вычислил, правда, довольно грубо, термы (п, А), получаемые 
этим способом, и снова пришел к формулам Ридберг-Ритца. 
Теория Зоммерфельда и другие более тщательно разработанные, 
которые можно найти в старых трудах по квантовой теории1), 
помогли найти соответствие различных значений A {s, р, d , . . .) со 
значениями квантового азимутального числа k Зоммерфельда 
в следующем виде:

k =  1 2 3 4 5 6 ...............
А =  s р d f  g  h ...............

Это дает нам возможность написать весь спектральный терм 
(п, А) в форме (n,k): например, терм (2,р) пишется (2,2).

Так как азимутальное число k всегда меньше или равнопол­
ному числу п и не может принять значения 0, в этом находят 
объяснение, почему для п== 1 количество А может иметь толь­
ко значение s, для п =  2 оно может иметь только значение s и 
р и т. д Особенности таблицы (2), таким образом, оказались 
вполне объяснимыми.

Исходя из рассуждений, основанных на принципе соответ­
ствия Бора, старой квантовой теории удалось показать, что 
единственными переходами, которые могут иметь место, явля­
ются переходы, для которых §& =  +  1. В этом заключается 
„правило отбора", о котором мы уже упоминали в связи с таб-

. х) См. в особенности Ьёоп Brillouin: L’atome de Bohr, Paris, Presses univergi- 
taires (1931), гл. XII.
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лицей (2), так как увеличение или уменьшение на единицу для 
к согласно (7) соответствует смещению в серии возможных 
значений А.

4. Дублетные спектры и квантовое число ]
Итак, благодаря теориям Бора и Зоммерфельда, вводя два 

квантовые числа п и к ,  удалось объяснить спектральные термы 
(2) схемы Ридберг - Ритца; но мы уже видели, что эта таблица 
недостаточна, так как спектральные термы, фигурирующие в 
ней как простые, в действительности оказываются сложными. 
Вполне естественно предположить, что для характеристики 
каждого сложного спектрального терма, соответствующего та­
кому же терму таблицы (2), нужно ввести третье квантовое 
число. Это и сделано еще во времена старой квантовой теории, 
вводя исключительно эмпирическим путем наряду с числами 
п и к  третье число у. Тогда же Зоммерфельд дал ему название 
„внутреннего квантового числа", которое теперь уже представ­
ляется не обоснованным.

Не входя здесь в объяснение того, как введение квантового 
числа у позволило классифицировать сложные оптические муль- 
типлеты, мы ограничимся изучением с этой точки зрения дуб­
летных спектров щелочных металлов. В этом случае, как мы 
это уже видели, каждый спектральный терм (п, А) вообще дуб­
летный Согласно идей, изложенных в предыдущем параграфе, 
это значит, что одному и тому же значению числа k для А 
вместо одного значения соответствуют два очень близких зна­
чения. Эти два близкие значения А, соответствующие опреде­
ленному значению п и k, должны характеризоваться различными 
значениями квантового числа у. Это, в конце концов, привело 
к тому, что двум соседним спектральным термам приписывается 
два значения у:

(8)
вводя обозначение:

к — 1 =  I (9)
в полезности которого мы убедимся позже. Кроме того, пред­
положим, что число у не может принир^ть отрицательных зна­
чений, вследствие чего для k — 1 значение у составляет только
у =  2  • Так нашли объяснение единичности термов sb таблице (4).
Формула (8) непосредственно приводит к следующей таблице

(10)

г в е т с т в и я м е ж д у к в а н т о в ы м и  ч и с л а м и  к и У и ;
к 1 1 2 3 4 5
1 0 1 2 3 4

1 ' 1 3 3 5 5 7 7 9
/ 2 2 2 2 2 2 ~2 2  2

д S р г p i  di dn f  j f t gl £ 2
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Следовательно, теперь мы можем каждый спектральный терм 
таблицы (4) представить при помощи символа (п, к, /) и вместо 
таблицы (4) получим следующую:

(2, 1, 4) (3, 1, 4)
(2 ,2 ,4 )  (3, 2, 4 )
(2, 2, 4) (3, 2, 4)

(з, з, ■*)
(з, 3. ->)

(4, 1, 4 ) (5, 1, 4 )
(4, 2, 4 ) (5, 2, 4)
(4, 2, 4-) (5, 2, 4 )
(4, 3, 4 ) (5, 3, 3)2 /
(4, 3, А) (5, 3, т )
(4, 4, 4-) (5, 4, -4)
(4, 4, 4 ) (5, 4, п2 J

(5, 5, 7 ) 2 /
(5, 5, -М 2 >

(И)

Мы уже отметили, что для спектральных термов щелочных 
металлов, кроме правила отбора, действительного для таблицы (2) 
(то-есть 2& =  Ttl), существует другое правило того же типа, 
так как, например, вторая из четырех линий (6) в обычных ус­
ловиях не наблюдается. Это новое правило выражается при

|+ 1
омощи числа j  формулой о/' —s °-

Таким образом, мы в общем имеем два следующих правила:
f-(-l (~1"1

bk —  J о j  —  I о (12)
(-1 1-1

Проверим эти правила на четырех линиях (2/J —3d), дава­
емых в (6). Выраженные при помощи наших нынешних обо­
значений, они изобразятся:

(2, 2, 4 ) - ( 3 ,  3 ,1 ) (2, 2, Ц  (3, 3 ,4 ) ;
(13)

(2, 2, ! ) - ( 3 ,  3, 4) (2, 2 ,1 )  (3, 3 ,4 ) .
Для всех четырех о ^ == —|— 1, но одна из них (2, 2,4 ) - ~ 

— (3, 3 ,4 ) не удовлетворяет второму правилу (12). Это как 
раз именно та, которая экспериментально не наблюдается.

В прежней квантовой теории смысл числа j  оставался неиз­
вестным, и все попытки объяснить его оказались тщетными. Ги­
потеза магнитного вращающегося электрона Уленбека и Гауд- 
смита открыла его действительное значение, и, мы увидим, оно 
совершенно естественно появляется в теории Дирака.



Г л ава  III

Спектры Х-лучей и теории Бора и Зоммерфельда

1. Закон Мозели и теория Бора

В общем спектры X - лучей имеют те, же общие черты, что и 
оптические спектры. К ним применим принцип комбинирования; 
в них встречаются серии, соответствующие комбинации посто­
янного спектрального терма с переменным спектральным тер­
мом; в них наблюдаются и правила отбора.

В первом приближении спектральные термы Х-лучей можно 
представить выражением:

RN2
л2 п =  1, 2 ... ( 1)

где R — постоянная Ридберга и N —атомный номер излучаю­
щего тела. Это и есть закон Мозели. Кроме того, наличие здесь 
постоянной Ридберга указывает на близкое родство рентгенов­
ских спектров с оптическими.

В действительности форма (1) спектральных термов явля­
ется только первым приближением, а настоящие спектральные 
термы X - лучей точно также представляют такую степень слож­
ности, как и оптические спектральные термы щелочных метал 
лов. Встречающиеся здесь дублеты кажутся вполне объясни­
мыми теорией тонкой структуры Зоммерфельда, но более вни­
мательное изучение показало, что эта теория недостаточна, и 
только теория магнитного электрона, особенно в форме, пред­
ложенной Дираком, в конце концов, привела все в ясность.

По прежним простым представлениям теории Бора, испус­
кание Х-лучей связано с реорганизацией электронного каркаса. 
Бор, как это мы видели в последней главе, считал, что испус­
кание светящихся лучей происходит в результате переходов 
внешнего электрона с одной устойчивой орбиты на другую, 
причем совокупность внутренних электронов вследствие пере­
плетения их орбит образует некоторого рода каркас. Следова­
тельно, и испускание Х-лучей будет соответствовать измене­
ниям, которым может подвергнуться эта внутренняя система 
при переходе из одного устойчивого состояния в другое. Есте­
ственно, что точное вычисление этих устойчивых состояний 
даже в прежней квантовой теории является запутанным.

В настоящее время удалось произвести лишь приближенное
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.вычисление, в конце концов, очень грубое, следующим образом. 
Предполагается, что электронные орбиты каркаса,^каждая в от­
дельности, характеризуются одним или несколькими квантовы­
ми числами, что приводит в некотором смысле к пренебрежению 
взаимодействием электронов, так как их приходится рассматривать 
отдельно. Тогда говорят, что электроны, обладающие одинако­
выми или почти одинаковыми энергиями, образуют „оболочку"; 
кроме того, оболочка может включать орбиты различных типов, 
характеризующиеся различными совокупностями квантовых чи­
сел, но энергии этих орбит должны быть очень близкими.

Вычисления, произведенные для водорода, показывают нам, 
что орбиты одной и той же оболочки должны характеризоваться 
одним и тем же главным квантовым числом п. Опытным путем 
в атомах открыто существование оболочек, которые принято 
обозначать последовательно буквами алфавита К, L, Ми т .  д. 
Мы предстгвляем себе, что для оболочки К п — 1, для обо­
лочки L п —2 и т. д.

Орбиты оболочки К имеют наименьшую энергию. Согласно 
хорошо известному принципу казалось бы, что в нормальном 
состоянии все электроны атома должны находиться в оболочке К- 
Изучение спектров X - лучей и периодичности химических 
свойств в таблице Менделеева показывает, что дело обстоит 
не так. Мы должны предположить некоторого рода „насыщение 
оболочек", т. е. допустить, что в каждой оболочке существует 
максимальное число электронов. Критическое изучение сведе­
ний, которые дает по этому поводу опыт, позволяют формули­
ровать следующее правило:

„Максимальное число электронов, которые могут принадле­
жать оболочке, определяемой ее главным квантовым числом и, 
равно 2 /г2".

Далее мы увидим, как можно уточнить распределение элек­
тронов между уровнями энергии, принадлежащими одной й той 
же оболочке.

Вспомним теперь, как представляли себе испускание X-лу­
чей Бор и Коссель. Внешний агент (материальная ударяющая 
частица или радиация), действуя на атом в нормальном состо­
янии, может вырвать и выбросить наружу один из электронов 

.каркаса. Тогда атом остается в аномальном состоянии; он под­
вергается „внутренней ионизации". Пусть далее W0 будет нор­
мальная минимальная энергия атома, a Wj — его энергия после 
внутренней ионизации.

Разницу Wi — We дает ионизирующий агент. Мы увидим,
1 \что она соответствует ( с точностью до множителя j  пре­

дельной частоте спектральной серии X. Следовательно, атом 
имеет свободное место в своем каркасе и реорганизация пос­
леднего может произойти самопроизвольно, так как электрон
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сможет покинуть место, которое он занимал вначале, и занять 
свободное место. Естественно, это превращение может прои­
зойти только в том случае, если оно соответствует уменьше­
нию полной энергии атома, и должно сопровождаться излуче­
нием, которое относится к области X.

Короче говоря, происхождение X-лучей, согласно этой кон­
цепции, представляет собой переход электрона из определен-^ 
ной оболочки в другую с меньшей энергией, где ионизация*" 
предварительно создала пустое место.

После реорганизации каркаса атом находится в состоянии 
менее глубокой ионизации и обладает энергией WL„ промежу­
точной между W0 и Wi.

Рассмотрим это второе ионизированное состояние и вспом­
ним, что все электроны считаются одинаковыми: это новое со­
стояние будет идентичным тому, которое создалось бы внеш­
ним агентом, если бы вместо того, чтобы вытолкнуть первый 
электрон, он вытолкнул бы второй, тот самый, который пере­
местился во время реорганизации. Тогда энергия W2— W0 
представляет работу, соответствующую менее глубокой иони­
зации.

Следовательно, правило Бора приводит к тому, что излуче­
нию X, испускаемому во время реорганизации, приписывается 
частота:

V _  (W -  Wa) -  J  [(Wj—W„) -  (W -  W0)] (2)

Составим список энергий Wj... атома в его различных со­
стояниях внутренней ионизации, вычитая из каждой энергию W0 
нормального состояния. Мы получим то, что можно назвать 
уровнями энергии атома, относительно нормального состояния. 
Деля на h, получим спектральные термы X:

w -  W„ w 2- w ft ... W „-W o_...
h h h w

Следовательно, спектральные термы X равны работам иони­
зации. разделенным на h. Частоты X линий имеют форму:

W „ -W 0 Wm~  W0 
h h (4)

Линии одной и той же серии соответствуют одной и той же 
W то - есть одному и тому же конечному уровню. Второй терм 
в (4) различен для разных линий той же самой серии и для 
линий восходящего порядка стремится к нулю: частота линий, 
когда они имеют восходящий порядок в серии, стремится к пре­
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делу, равному спектральному терму — ——, который харак­
теризует серию.

Закон Мозели учит нас, что в последовательности элемен­
тов каждый из спектральных термов (3) изменяется, в первом 
и достаточно грубом приближении, пропорционально квадрату 
атомного номера. Чтобы найти этот закон с помощью теории 
Бора, принимают, что электрон каркаса может рассматриваться

Q
как находящийся в центральном поле, равном (N — г) — , при-тг

Z 6чем член очень грубо представляет отталкивающее действие
электронов, наиболее приближенных к ядру. Таким образом 
приходим еще раз к водородоподобному случаю и, полагая 
N' — N -z, получаем для спектральных термов общую форму:

(5)

Для глубоких оболочек тяжелых атомов z — мало, и можно 
заменить N на N'. Мы приходим, таким образом, к форме (1) 
закона Мозели. Вполне очевидно, что вычисление неособенно 
точно: теория Бора скорее показывает, чем доказывает закон 
Мозели.

2. Общий анализ X-спектров

Первое, что поразило спектроскопистов в области рентгенов­
ских спектров, это то, что X - линии довольно определенно раз­
деляются на группы, изолированные друг от друга в виде лест­
ницы частот или длин волны. Сначала считали, что каждая из 
этих групп линий образует одну серию, и обозначали эти серии 
последовательно буквами алфавита, начиная с буквы К: серия К, 
серия L, серия М и т. д. При переходе от одного элемента 
к другому, более тяжелому, совокупность серий смещается 
в' направлении больших частот и приблизительно, как квадрат 
атомного номера N (Мозели). Более внимательное изучение за­
тем показало, что группы линий, называвшиеся сначала серией 
L. серией М и т. д., в действительности распадаются на под­
группы, образующие настоящие серии, линии которых, впрочем, 
путаются на спектрограммах. Таким образом, существует не­
сколько уровней L, несколько уровней М и т .  д. с несколько 
разнящейся энергией. Только уровень К — одиночный.

Опытные данные показывают, что существует 3 уровня L, 
5 уровней М, 7 уровней N ... Каждому из этих уровней соот­
ветствует определенный спектральный терм. Уровни и спект­
ральные термы различают по присвоенным им римским цифрам—



28 СПЕКТРЫ X - ЛУЧЕЙ И ТЕОРИИ

меньшие цифры соответствуют более глубоким уровням, т. е. 
большим работам ионизации.

Вот для примера таблица X - линий серий К L М для тяже­
лых элементов:

Термы

L,
Ln
Lu

Серия К 

К
'

®2
“l

L!

•

Серии L 

i Lj i  / Чн Mi

Серии M

M|, j  MUI
.

■
•

• : •

M , v MY

Mi ■ Г  • .
Mu p2 ft * •i * i *
Mill ft ft
Miv Pi
Mv ai

N< • 7s 6 . ■ j
Nn 72 'll
Nm 7i ;
Niv 7t ft,' • ; £ ■
NV ft ' j 7
Nvi P x2
Nvu . • ; ■ Я1

: 0 , ; . 7ц 0iJi •

! ° .,  i т; ‘
| Olll i 5i 74
! Oiv j 7 2 .

' - -
|o v  : • p5 0

p , 7 ' ft'
Pi! . • •
Pm • Те l ■

Эту таблицу объяснить легко. Название каждой линии напи­
сано в месте пересечения горизонтального ряда с вертикальным: 
ее частота представляет собой разность между спектральным 
термом, расположенным вверху вертикального ряда, и спект­
ральным термом, в горизонтальном ряду. Таким образом линии 
одной и той же серии расположены в одной колонке.

Серия К образуется последовательностью дублетов: ^  — я,, 
^  — ?2 > 7i — Тг • • • интервалы которых последовательно* сужива­
ются. Все эти дублеты расширяются по мере того, как возрас­
тает атомный номер, а расхождение их частот возрастает как 
четвертая степень атомного номера. Такого сорта дублеты на­
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зываются „правильными дублетами11, или „дублетами Зоммер- 
фельдаС Серия Li имеет структуру аналогичную серии К; она 
точно также образуется из правильных дублетов, расстояние 
.между компонентами которых уменьшается по мере восхожде­
ния в пределах серии.

Наоборот, серии Ьц и Еш представляют картину, очень отлич­
ную от предыдущих. Гомологичные линии этих двух серий 
(фигурирующие в одном и том же ряду таблицы) образуют дуб­
леты с постоянным расстоянием от одного конца серии до дру­
гого (vj — I, р, - -  а2, — рб( Та — Е У ,  Тц — h> ъ' ~  Рб')- Это посто­
янное расстояние равно vLn — vUn и изменяется как N4 в ряду 
элементов. Эти дублеты точно также относятся к „правильным 
дублетам.11

Законы спектров X-лучей можно резюмировать так: Спект­
ральные термы X - лучей в общем изменяются как N2 (закон Мо- 
зели); разность между двумя последовательными спектральны­
ми термами одного и того же наименования (L, М ...), из кото­
рых первый имеет четный индекс, например vLn — vLm, изменя­
ется как N4 и кладет начало правильным дублетам.

Кроме того, заметим следующее: разность между двумя 
спектральными термами одного и того же наименования, из ко­
торых первый имеет нечетный индекс, например vL I— vUi, изме­
няется в последовательности элементов таким образом, что 
Y'Ha — V  ч\л\ остается постоянной и определяет то, что назы­
вается „неправильным дублетом11.

3. Классификация спектральных термов X-лучей

Схема Бора и Косселя приводит к положению, что испуска­
ние спектральной серии X - лучей является результатом внутрен­
ней ионизации атома. Если эта ионизация заставляет перехо­
дить энергию атома от ее нормального значения W0 к значению W„,

W „-W 0характеристический спектральный терм серии есть ----- ^— -
Допустим, что каждая электронная орбита может быть кванто­
вана отдельно; тогда можношредположить, что квантование введет 
три квантовых числа я, k, j, как и для оптических спектров. 
Следовательно, внутренняя ионизация, которой соответствует 
энергия Wn, можег быть обозначена символом (я, k, j), обра­
зованным тремя квантовыми числами, которые определяют ор­
биту электрона до ионизации. Из этого следует, что мы должны 
найти соответствие каждого спектрального терма X-лучей од­
ному из символов (я, k, j), уже встречавшихся в оптических 
спектрах. Ибо изучение серий X показывает, что они имеют 
совершенно ту же структуру, что и спектры щелочных метал­
лов. Следовательно, должно существовать однозначное соответ­
ствие между спектральными термами X-лучей и спектральными
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термами щелочных металлов (таблица 2 предыдущей главы). 
Соответствие это следующее:

( и ,  4 ) - к
Is

(2 .1 .t ) =  L. (4, 1, \~) =  N. (5 , 1, 4 ) -  0 . ( б ,1 ,4 )  =  р*
2.9 3.9 4s 5 s 6 5

( 2 ,2 .4 ) = L n (3,2, * )= M n (4,2, i )  =  Nn (5, 2 . 4 )  =  On (6/2, 4 )  =  Рн
2 Pi 3 Pi 4 Pi 5 Pi Л 6 A

( 2 , 2 , - f - ) - Lm (3,2, А )  =Мш (4, 2, - f )  -  N... (5, 2, 2 ) —Ош (6, 2, 4 ) = Р ш
2 jо. 3 Pi 4 pa 5 P -2 6 p2

(3, 3, i )  =Miv (4,3, f )  =  N.v (5,3, 4 )  Oiv (6)
3 d, 4 d1

(3,3, f )  =  Mv ( 4 , 3 , 4 ) -  Nv ( 5 ,3 ,4 )  :0V
3 (In 4 d.j Sd2

(4>4> Т") • = Nvi 
4/i

(4, А , \ )  - Nv.i 
4 h

Иа этой таблицы видно, что построение оболочек О и Р не завер­
шается даже в тяжелых атомах вследствие недостатка электронов.

Руководствуясь оптической аналогией, мы теперь видим,что 
серия К имеет спектральную формулу (1, s)— (л, р): это есть, 
следовательно, первая главная серия дублетов, построенная, как 
серия дублетов щелочных металлов, которые постепенно сужи- 

-ваются. Серия L является „второй главной серией" с формулой 
(2, s) — (л, р) и имеет аналогичную структуру. Таким образом 
объяснена аналогия серий К и Lv

С нашей нынешней точки зрения, серии 1_ц и Ьш распада­
ются на две совокупности линий. Первая совокупность образу­
ется правильными дублетами с постоянным расстоянием и про­
стыми компонентами r\~ I, ~;5— рв, — ^7, у/ —%' и аналогична
узкой серии (2, р) — (п, s) щелочных металлов. Вторая совокуп­
ность линий образует диффузную серию с формулой (2, р) — (я, d) 
и содержит наиболее интенсивные линии группы L; они 
образуют дублеты с постоянным расстоянием, которые, однако, 
имеют тонкую структуру благодаря сложности термов d. 
По .приведенной выше таблице линий X-лучей можно, как 
и для оптических спектров, проверить правила отбора
8& =  НМ*?>У— < . Классификация линий X-лучей по аналогии

с дублетными спектрами щелочных металлов, распространя­
ющаяся до серий М и N, дает совершенно ясную и cbh3HV)« 
схему.
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4. Теоретическое толкование. Формула тонкой структуры
Зоммерфельда

Посмотрим теперь, как пытались объяснить поведение спек­
тральных термов X-лучей в прежней квантовой теории. Самое 
старое и самое простое представление состояло в том, что атом 
с атомным номером N считали содержащим N планетарных 
электронов, вращающихся по концентрическим круговым орби­
там, находящимся в одной плоскости (круг К, круг L и т. д.). 
Чтобы грубо представить себе взаимодействие электронов, пред­
полагают, что оно может быть представлено просто как экрани­
рующий эффект, который проявляется как бы в уменьшении заряда 
ядра. Таким образом, электрон К будет подвергаться действию
силы (N—к) — 1 электрон L — действию силы (N — /) —2 и т. д..
причем к, / . . .  называются „числами экранирования11. Сле­

довательно, здесь без затруднений могут быть применены вычи­
сления, действительные для водородного атома, и мы находим 
спектральные термы:

— R A (N —• А>)2 — R /г (N — /)2 ■
1* ( *

т. е. почти по закону Мозели. Эта первая приближенная теория 
явно недостаточна по многим причинам и особенно потому, что 
она предусматривает только один уравень L, один уровень М и т. д.

Чтобы объяснить множественность уровней в оболочках, 
Зоммерфельд ввел сюда еще динамику теории относительности, 
учитывая все круговые или эллиптические орбиты. Мы видели, 
что этим способом для атома с атомным номером N, ионизиро­
ванного (N — 1) - кратно, он нашел спектральные термы :

Еnk ,RN2 Г . a2 N2 / п [_^3\
h ' п- \ k 4 J Ф)

где а — постоянная тонкой структуры и к — азимутальное кван­
товое число такое, что 0 <ук^.п.  Если принять, что отталки­
вание электронов можно грубо описать при помощи числа экра­
нирования, то спектральный терм X, характеризующийся кван­
товыми числами п и к ,  дает формула:

Е nk R (N — z,,ky
h “ ri2 1-f-a* (N — znhy

n1
ti
T (9)

где Znk — число экранирования, относящееся к траектории, ха­
рактеризуемой п и к. Так как для одного данного значения п 
число к может принимать п различных значений, формула (9) 
предусматривает 1 уровень К, 2 уровня L, 3 уровня М, 4 уров­
ня N и т. д., чего, как мы это видели в предыдущем параграфе,
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еще недостаточно. Теория Зоммерфельда, более полная, нежели 
первоначальная теория, всеже еще слишком узка, так как она 
не вводит квантового числа у.

Тем не менее, несмотря на очевидную недостаточность, тео­
рия Зоммерфельда, казалось, пользовалась очень большим ус­
пехом благодаря тому, что дала количественное определение 
правильным дублетам.

Возьмем для примера правильные дублеты серий L. Они 
происходят от комбинации одного и того же терма М, N и т. д. 
с термами L» и Lm соответственно. Следовательно, две линии 
дублетов имеют частоты формы vUl—v,- и vUn — v,-. Разность их 
частот 8vl или расстояние дублета есть vLlI — vLl„. В своей тео­
рии Зоммерфельд обошел уровень Ц, как провизорно необъяс­
нимый, и приписал уровням Ln и Lm соответственно квантовые 
числа п — 2, к --- 1 и п — 2, к - - 2. В результате ’) формула (9) 
дала ему:

Расстояние дублетов L должно, таким образам, изменяться 
как (N — ZlY, а это с достаточной точностью представляет за­
кон, выведенный экспериментальным путем, ибо для атомов не 
слишком легких Zl должно быть малым по сравнению с N. 
Если положим N =  1, Zl =  0, то мы снова вернемся к расстоя­
нию дублетов серии Бальмера (формула (43) главы 1).
Следовательно, мы имеем:

Формула (И) хорошо подтверждается численными экспери­
ментальными данными, если положить Zl =  3, 5, что является 
вполне резонной гипотезой. Дублеты серий М и N точно также 
предусматриваются числовыми вычислениями при применении 
формулы (9). Это точное предвидение правильных дублетов 
обеспечило первоначальный громадный успех теории тонкой 
структуры Зоммерфельда. Позднее возникло серьезное возра­
жение, которое мы и изложим далее.

5. Недостаточность теории тонкой структуры Зоммерфельда

Вводя только два квантовые числа п и к ,  теория Зоммер­
фельда дала нам недостаточно уровней для спектров X-лучей. 
Нам нужно ввести третье число у; оптическая аналогия застав­
ляет нас распределить квантовые числа между уровнями так, 
как это показывает таблица (6). Но тогда возникает трудность, 
непреодолимая для теории Зоммерфельда. В самом деле по таб- *)

*) Приравнивая г21 и г22 и полагая оба равными

''VI. -̂Vi.il — Vi.m 2
2

0V[, =  Svh (N — 2Т,У (И)
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.лице (6) уровни Ц| и Lm имеют символы 2, 2, j  |ш
следовательно, они имеют одно и то же число k — 2 и различа­
ются своим числом у. Но это разрушает толкование правильных 
дублетов L при помощи формулы (9), которую дал Зоммерфельд, 
так как она предполагает, самое главное, что числа k для Lн и 
Lm различаются только на единицу. Пришлось поверить (что 
было, однако, большой неожиданностью), что успех теории 
Зоммерфельда был чисто случайным. Развитие более современ­
ных теорий и в особенности той, которая является предметом 
этой книги, показало затем, что этот успех был кажущимся. Толь­
ко введение теории относительности позволило верно истолковать 
правильные дублеты, но при условии одновременного введения 
магнитного характера электрона. Именно отсутствие этого послед­
него элемента в теории Зоммерфельда и составляло ее слабость.

Как мы увидим дальше, внимательное изучение спектров 
X-лучей показывает недостаточность теории тонкой структуры 
Зоммерфельда. Но даже в простом случае с водородом углуб­
ленное изучение дублетов серии Бальмера показало, что его 
теория неправильно толковала и эти дублеты. Возьмем линию 
На серии Бальмера. Она происходит в результате перехода од­
ного стационарного состояния, для которого п--= 3, в другое 
стационарное состояние, для которого п — 2. Эта линия в дей­
ствительности является множественной (мультиплетной), и, если 
мы воспользуемся хорошо известным теперь способом пред­
ставления уровней, теория Зоммерфельда для тонкой структуры 
этой линии дает следующую схему (фиг. 2):

Применяя правило отбора 8'£ =  +  1, можно предвидеть три 
линии, указанные в тонкой структуре Н*. Дублет Зоммерфель­
да образуется линией 1 и совокупностью 2 линий с очень 
близкими частотами 2 и 3, вообще мало различимых.
-0127*
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При помощи схемы с тремя квантовыми числами п, k, j  тон­
кая структура представляется в следующем виде (фиг. 3):

Ф и г .  3

Правила отбора 5А =  +  1 и о/ =  0,+  1 подтверждают 7 ли­
ний, обозначенных на рисунке. Но в силу соображений, кото­
рые выяснятся позже, для водорода на основании новых тео­
рий магнитного электрона необходимо считать равными уровни, 
которые имеют одно и то же j  и различные k. Тогда мы полу­
чаем следующую упрощенную схему (фиг. 4):

Фиг. 4
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Следовательно, в тонкой структуре Н* должно быть 5 ком­
понентов, тогда как Зоммерфельд предусматривал только 3. 
Тщательное изучение этой тонкой структуры подтвердило, что 
она предусматривает более 3 линий, тем самым подтверждая 
новую схему уровней, а не схему Зоммерфельда. Изучение дуб­
летов Не+ подтвердило это заключение.

Итак, даже для водорода и ионизированного гелия теория 
Зоммерфельда потерпела крушение, по крайней мере в своей 
первоначальной форме.

6. Распределение электронов по уровням.
Правило Стонера

В тяжелом атоме, мы уже говорили, различные электроны 
распределяются в определенном количестве оболочек К, Бит. д. 
Эти оболочки, в свою очередь, распадаются на подоболочки 
или уровни: так оболочка L содержит уровни Бь Бц и Бщ.

Мы видели, что каждая оболочка — может иметь не больше 
определенного числа электронов. Мы говорили о насыщении 
оболочек. Вполне естественно предположить наличие насыщения 
уровней. При помощи химических свойств элементов и харак­
тера их оптических и рентгеновских спектров различным авто­
рам (Бор, Мен C m i t , Довилье и Л. де Бройли и проч.) удалось 
изучить распределение электронов по уровням для различных 
элементов. Таким образом пришли к предположению, какое 
максимальное число электронов может иметь каждый уровень. 
Стонер высказал по этому поводу правило, которое теперь счи­
тается общепризнанным: „Уровень, которому соответствует 
символ (п, /г, у), содержит максимум 2у —)— 1 электронов“.

Правило Стонера позволяет вычислить максимальное число 
электронов, принадлежащих к оболочке, определяемой данным 
значением главного квантового числа п.

Действительно, так как для данного значения k у принимает 
значения k - - -1 + —-, уровни

(п, к, к ----j-) и (и, к, к ----1-)
обладают максимум

2 ( А - т - ) + Н - 2 ( А - 4 )  +  1 = 2 (2 А -1 )
электронов, а всего оболочка п содержит максимум:

11
2 У  ( 2 k —  1) =  2 [я (я+1)-  п ]  =  2 п 2

~ tk
Этот закон уже упоминался в параграфе 1.

(1 2 )
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Магнитные аномалии и гипотеза вращающегося
электрона

1. Жиромагнитные аномалии
Простые правила электродинамики позволяют установить

общее соотношение между магнитным моментом 9Л, произво­
димым смещением заряда под действием центральной силы, и
постоянным моментом вращения М, соответствующим этому 
движению. Рассмотрим плоскую замкнутую траекторию, прохо­
димую частицей массы т0 с электрическим зарядом е под дей­
ствием центральной силы ’)• По теореме площадей момент вра­

щения М =  ni0v г sin а есть по- 
1М' у  стоянная.

Если da  есть площадь, опи­
сываемая радиусом - вектором в 
течение времени dt, мы имеем:

da— ~rvdtsu \% — . ^  М dt (1) 2 2 mQ v '
М М 'гуЛ Так как М, по теореме пло-

Воздух МОМ =^/rtra /sinoc  щадей, есть постоянная, при по­
мощи интегрирования мы нахо- 

Фиг. 5 дим для периода Т движения:

tf =  -9— Т (2)2 тп
где а — полная площадь траектории.

С другой стороны, движение заряда е эквивалентно существо­
ванию тока i. По определению, этот ток равен количеству элек­
тричества, которое проходит за секунду через единицу площади 
нормально к траектории. Так как ее пересекает заряд $ в течение 
времени Т, мы имеем:

i £

т (3)
предполагая е выраженным в электромагнитных единицах. Из 
(2) и (3) мы выводим:

Ms
2т0а *) (4)

*) Массу частицы мы обозначаем через от0 вместо т, чтобы избежать в даль­
нейшем смешения этой массы с квантовым числом т  и чтобы подготовить пе­
реход к релятивистским уравнениям.
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С магнитной точки зрения этот ток эквивалентен магнитному 
листку поверхности а. Магнитный момент ©I этого листка:

©П еМta — -n — 2то (5)

По величине и направлению это соотношение действительно 
для векторов ©I и М; откуда:

?И =  ! _  (6)
м 2 т о

В более общем .виде можно показать, что, если рассматри­
вать совокупность частиц одной и той же массы т и того же 
заряда s, образующих систему в стационарном состоянии, соот­
ношение (6) еще действительно между полным магнитным мо­
ментом ©I, зависящим от движения этих зарядов и постоян­
ным полным моментом вращения М1).

По теории Бора, атомы представляют собой совокупности 
электронов в стационарном движении. Следовательно, к атомам 
можно применить соотношение (6) при условии допущения 

е „е —■ —, где е есть положительный заряд, выраженный, как
обычно, в электростатических единицах. Тогда для атомов мы 
имеем формулу:

©I е_;.к ----- (то масса электрона) (7)'2)
М ztlh c

Эта основная формула приводит к идее „магнетона Бора“. 
Действительно, прежняя квантовая теория всегда полагала общий 
момент количества движения для атома равным целому ?крат- 

hному 2 -̂, откуда:

©I =  п eh
2 -  2 т 0 с 4 я т 0 с

(п целое
положительное или 

отрицательное)
(8)

Таким образом, магнитный момент атома всегда будет целым 
кратным определенной единицы, называемой „магнетоном Бора" 
равной:

ehВ =  — . (9)4 %mQc v
]) Это показал Эйнштейн. См. доклад де Гааза в Atonies et Electrons (Rap­

ports da Consetl de Physique Solvay de 1921, Gauthier-Villars, Paris, 1923).
2) Эта формула справедлива со своим знаком при следующих условиях: 

берут прямую систему осей и моменты определяют таким образом, что момент 
вращения частицы, вращающейся около оси г в положительном смысле (обрат­
но направлению часовой стрелки), должен быть направлен в том же смысле 
вдоль оси oz.
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Хорошо известный опыт Штерна и Герлаха с очевидностью 
доказал реальное существование магнетона Бора.

Соотношение (7), однако, не может быть проверено целиком 
общим способом. Исследовали, не начнет ли вращаться магнит­
ный стержень, помещенный в магнитное поле. Теория, действи­
тельно, указывает, что стержень должен прийти во вращатель­
ное движение, причем отношение его магнитного момента к его 
моменту вращения дается соотношением (7). Такой феномен
существует (опыты Эйнштейна и де Гааза), но отношение

с снайдено равным------вместо ~ Б а р н е т т  нашел то же ано-т0с 2 т0с
мальное отношение, изучая обратный феномен (намагничение 
стержня при его вращении). Здесь кроется большая трудность, 
которая, как это мы увидим далее, приводит к идее собствен­
ного магнитного момента электрона.

2. Нормальный эффект Зеемана

Другая трудность, которая подсказала гипотезу магнитного 
электрона, это существование аномалий эффекта Зеемана.

Вспомним сначала вкратце классическую теорию нормального 
эффекта Зеемана, данную Лоренцом. Рассмотрим движение части­
цы массы т0 и заряда е в однородном магнитном поле Н. Час­
тица подвергае.тся действию силы, равной:

:(ю)
»

Дж. Лармор дал очень интересную знаменитую теорему о 
движении, которое при этом получается: „Если рассматривать 
систему координат, которая вращается вокруг направления од-' 
нородного магнитного поля с постоянной угловой скоростью:

о ^ i  —У- (е в эл.-стат. един) (11)2 тй с 4 7
то движение частицы в этой системе координат такое, какое 
было бы в неподвижной системе координат в отсутствии маг­
нитного поля при условии, что остальные силы остаются те же".

Применим это к внутриатомному электрону, имеющему пе­
риодическое движение частоты у. Если создать однородное маг­
нитное поле, то же самое движение могло бы совершаться элек­
троном в системе координат, вращающейся со скоростью пре­
цессии Лармора (11). Частота 9°_, соответствующая этой прецес­
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сии, прибавляется или отнимается от частоты v движения элек­
трона, смотря по относительной ориентации магнитного поля и 
орбиты. Выходит, что материальное тело, которое в отсутствии 
магнитного поля испускает радиацию частоты v, в присутствии 
равномерного магнитного поля Н должно испускать также час-
тоты V-)- — ------ и v— - - Из теории следует также, что,

4 «• С  4 тс T tl§  С

наблюдая под прямым углом к магнитному полю, мы заметим 
линию частоты v с колебаниями в направлении поля и две ли- 

, 1 еН
нии частот v +  ~т~~с с коле°аниями П°Д прямым углом к нему,
тогда как, наблюдая в направлении ноля, мы должны заметить 
только две последние линии с круговыми колебаниями в проти­
воположном направлении. Это и составляет нормальный эффект 
Зеемана, который действительно наблюдался в определенном 
числе случаев и открытие которого 30 лет тому назад, казалось, 
дало блестящее подтверждение электронных концепций Лоренца.

Прежняя квантовая теория не ввела ничего особенно нового 
в смысле предвидения эффекта Зеемана. Пусть имеем электрон 
в атоме в устойчивом состоянии в отсутствии внешнего магнит­
ного поля; обозначим через W0 энергию этого электрона и че­
рез — магнитный момент его орбиты, допуская, что мы имеем 
право рассматривать изолированно один из электронов атома. 
В присутствии внешнего однородного магнитного, поля Н энер­
гия электронной орбиты будет

Wff =  W0— 0 1 -Н) (12)

или, в силу (6):

wH =  w 0- f 2 ^ c (M-H) ' (13)

Чтобы составить (М-Н), мы должны взять составляющую М 
вдоль поля, и эта составляющая, по прежней квантовой Теории 1)

hдолжна быть кратной 7yZ . Таким образом, формула г(13) прини­
мает вид:

(14)

т  есть квантовое число, которое называется „магнитным кван­
товым числом".

Возьмем затем линию, обусловленную переходом электрона 
из устойчивого состояния с энергией W0 в устойчивое состояние

3 См. Leon Brillouin: L'At о те <le Bohr, стр. 167.
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с меньшей энергией W0'. В отсутствии внешнего поля эта линия 
будет иметь частоту:

W p - w ;
к (15)

В присутствии однородного поля Н она в силу (14) стано­
вится:

Чег-
Wtf —W н'

к *о +  ( / я — яг')
еН

4 тс гп0 с (16)

где (m — яг') может принимать всевозможные целые положитель­
ные и отрицательные значения, включая нуль. Чтобы отыскать 
нормальный эффект Зеемана, прежняя квантовая теория, руковод­
ствуясь принципом соответствия, принимала правило отбора 
Д m =  0, +  1. Тогда она возвращалась в точности к выводам клас­
сической теории, так как при комбинировании формул (14) и (15) 
исключалась постоянная к.

3. Аномалии эффекта Зеемана.
Множитель Ланде

Теория нормального эффекта Зеемана, изложенная в преды­
дущем параграфе, оправдалась только в небольшом количестве 
случаев. Большая часть эффектов Зеемана аномальна. Мы удо­
вольствуемся описанием аномального эффекта Зеемана для ще­
лочных металлов, ибо это наиболее простой случай, а также 
потому, что это единственный, который удалось объяснить тео­
рии Дирака, которая до сих пор не в силах учесть взаимодей­
ствие электронов.

Эффект Зеемана щелочных металлов подчиняется следующим: 
общим правилам:

а) Гомологичные линии различных щелочных элементов дают 
один и тот же эффект Зеемана.

б) Лйнии одной и той же спектральной серии дают одно и то> 
же расщепление (правило Престона).

в) Линии, смещенные под действием магнитного поля, всегда 
образуют относительно первоначальной линии симметричную 
фигуру в отношении частот и поляризации, как нормальный 
эффект.

г) Спектральный интервал (разность частот) между смещен­
ной линией и первоначальной всегда равен произведению нор­
мального интервала Лоренца на простую дробь (правило Рунге).

Таким образом, для определенной линии смещенные состав­
ляющие эффекта Зеемана всегда находятся в ряду частот на 
расстояниях от первоначальной линии, даваемых выражением 
. s еН

~ ~ г '4~тспГ~с ’ где '' естЬ хаРактеРистическое делое рассматри­
1
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ваемой линии (знаменатель Рунге) и где 5’ принимает определен­
ное число целых значений, число, которое определяет множе­
ственность растепленной линии.

Правило (г) Рунге может быть истолковано следующим обра­
зом. По принципу комбинирования расщепление линии выражает 
разложение спектральных термов. Таким образом пришли к мысли, 
что каждый спектральный терм должен иметь свой знаменатель 
Рунге. Пусть г, и г„ знаменатели двух спектральных термов; 
тогда правило Рунге можно формулировать так, что под влия­
нием магнитного поля эти термы соответственно изменяются
в — AvH и — AvH раз, причем qx и q2— целые числа, a AvH обоз- 

ri О
тт в Нначает нормальный интервал Лоренца ■■----- . Линия, происходя-

т :  ТС TTLq С
щая в результате комбинирования рассматриваемых термов, дей­
ствительно подвергается спектральному смещению:

/ £i___£*Л дvи =  qAb~:JAr\ д Ь1 (17)
\ Г1 Г1 ) Г1 Г2

и это можно написать в виде -- AvH ; мы приходим к формулиров ­
ке правила Рунге (г).

Способ, каким разлагаются спектральные термы в присут­
ствии магнитного поля, точно определил Ланде, который много 
работал над выяснением аномальных эффектов Зеемана. Он выска­
зал следующие правила:

1. Каждый спектральный терм с символом (я, /, у) (употреб­
ляя обозначение l — k — 1) разлагается в слабом магнитном поле 
на 2 / -|- 1 термов, характеризующихся полуцелыми магнитными 
квантовыми числами: — у, — (у — 1)... ~f- (у — 1), -j- у .

с Н•2. Беря за единицу нормальный интервал Лоренца с >
расстояния между частотами расщепленных термов и первона­
чальным термом даются следующей таблицей:

Термы s [п, 0, --] — 1 —|— 1
Термы рх [п, 1,4] — т  +  т
Термы р., [я, 1, -§•] — т  —- i + 4 + l  (18)
Термы [я, 2, 4  ] — 4 — 4  +  -§ +  т
I ермы d., [п, 2, 4.1 — т  т  т  ~Ь 4  +  4 “Ь тг

Эта таблица показывает, что знаменатели Рунге равны 1 для 
термов s, 3 --для термов р, 5 — для термов d и т. д. Обобщая, зна­
менатель Рунге для терма (п, /, у) равен 2/-}-1.
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3. В переходах, которые обусловливают линии видимого спе­
ктра, квантовое магнитное число может изменяться только 
на — 1,0 или-j- 1. Для Д/га 1 испускаемая линия, если она наблю­
дается под прямым углом к полю, имеет прямолинейные коле­
бания нормально направлению поля; для А/га =  0, наблюдаемая 
в тех же условиях, она имеет колебания параллельно полю.

При значениях магнитного числа /га, данных правилом 1, Лан­
де написал расстояния, представленные в таблице (18), в форме 
mg, где g  есть число, множитель Ланде, который имеет сле-
дующие значения:

k ]
(I

_ 1
2 *

3

II
0 . . 2

р 1 . 2 4
* 3

d 2 . 4 . . -'j
/ 3 . <;

i

Таблицу (19) можно резюмировать формулой:

_ _ ^ + Т _ 2У-Ь1 (20)
ё / + 2_ 2 / - Й

Таково значение множителя Ланде для терма (га, I, j ) щелоч­
ного металла.

Спектральный терм атома щелочного металла, который в от­
сутствии поля имел значение (га, I, /)„, в присутствии однород­
ного поля Н может принимать 2 j - \ - l  значений:

(га, I, j)H =  (я, I, /)0 +  т g с (21)

причем g  имеет значение (20), а т может принимать любое из 
полуцелых значений между — j  и - \ - jг).

Прежняя квантовая теория, точно также как и классическая 
теория, не в состоянии объяснить происхождение множителя g. 
Мы увидим, что и волновой механике здесь посчастливилось не 
больше. Только введение магнетизма электрона объяснило про­
исхождение множителя g, форму которого нам позволила пре­
дусмотреть правильно и без возражений теория Дирака.

Формула (21) действительна только для слабого магнитного 
поля. Что же надо под этим подразумевать? Мы можем сказать, 
что магнитное поле, производящее аномальное расщепление Зее­
мана дублета щелочного металла, — слабо, если смещение спек-

9  Правило Престона (б) объясняется так, что расщепление Зеемана всегда 
независимо от главного числа п, то-есть только это число изменяется, когда 
переходят от одной линии к другой в пределах одной серии.
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тральных термов, которое производит присутствие этого .магнит­
ного поля, — мало в сравнении с расстоянием между составляю­
щими дублета в отсутствии поля. Согласно этому определению, 
то же самое магнитное поле может вести себя то как сильное, 
го как слабое, в зависимости от случая. Когда поле слабо в 
смысле, который только что был уточнен, формула (21)— при­
менима. Когда оно не может считаться слабым, налицо более 
сложный феномен, подчиняющийся закону, формулированному 
Фойтом, о котором мы здесь распространяться не будем. Но 
если поле очень сильно, то-есть если расщепление Зеемана, 
производимое им, велико по сравнению с нормальным расстоя­
нием между компонентами дублета, снова получаем простой 
феномен, эффект Пашен-Бака. Тогда наблюдается нормальное рас­
щепление Зееманд с центром в центре тяжести двух соста­
вляющих первоначального дублета.

4. Гипотеза вращающегося магнитного электрона

Если взять законы аномального эффекта Зеемана и сравнить 
их с классической теорией Лоренца, мы заметим, что для их 
отыскания нужно вместо соотношения (7) иметь возможность 
Поставить:

ШГ <г j
М * 2 т0 с (22)

Таким образом, это приводит нас к мысли, что в материи 
существуют моменты вращения и магнитные моменты, не свя­
занные соотношением (7). Аномалии жиромагнитного эффекта, о 
которых говорилось в конце параграфа 1, приводят к тому же 
выводу. Следовательно, нельзя предполагать, что весь магнетизм 
атома происходит от вращения электронов, понимаемых, как 
точечные заряды. Таким образом, может возникнуть идея при­
писать самому электрону собственный магнитный момент и соб­
ственный момент вращения, которые связаны друг с другом со­
отношением, отличным от соотношения (7). Именно эту остро­
умную идею выдвинули Уленбек и Гаудсмит еще до развития 
новой механики.

Сделав из электрона образ классического типа, Удёнбек и 
Гаудсмит превратили его в шар электричества, вращающийся 
около одного из своих диаметров и имеющий момент вращения

\ !ь вИМ =* тг и магнитный момент, равный магнетону Бора -------,
2  2  * д ТС 1TLq С

\ i е
таким образом, что для |^ -  | значение равно------, как это по-

f t l ( )  См
казали опыты Эйнштейна и де Гааза. Так как отношение ЗН

М
для электрона является двукратным нормального отношения (7),
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можно говорить о „двукратном” магнетизме" электрона. После 
успеха гипотезы Уленбека и Гаудсмита делались различные по­
пытки получить классическую модель вращающегося электрона, 
но эти попытки в нынешнее время в значительной мере утратили 
свой интерес в связи с развитием новой механики, согласно ко­
торой мы не можем считать электрон маленьким телом, локали­
зированным в пространстве.

Гипотеза вращающегося магнитного электрона с самого мо­
мента своего возникновения позволила нам предугадать разре­
шение трудностей, уже перечисленных нами. Возьмем сначала 
вопрос правильных дублетов Х-лучей. Уленбек и Гаудсмит при­
няли, что магнитная ось электрона всегда бывает нормальна к 
плоскости своей траектории. Так как для вектора собственного 
момента вращения (часто называемого вектором „спина") оста­
ется два возможных направления, каждой траектории квантовых 
чисел п и к соответствуют две возможности. Тогда становится 
понятной необходимость для завершения квантового определе­
ния устойчивой траектории ввести новое число у, способное при­
нимать два различных значения для данных п и k. Полный мо­
мент вращения, представляющий сумму момента вращения элек­
трона на своей орбите, равного к ~ ,  и спина, равного + ,2 т 2 2 тс
можно написать

П̂ОЛНЫЙ ~  +  -Q- j у__ ■ (23)

Попробуем положить у =  & +  - -̂. Однако, мы скоро увидим, что
новая механика приводит к замещению k через l — k — 1. Мы 
увидим, следовательно, что действительная формула, связываю­
щая у и к, будет уже приведенная формула

j  =  к — \ +^-==1 +  ~  (24)

Тогда число у представится, как изображающее полный мо-
h ггмент вращения в единицах ^  По классическим представлениям,

маленький магнит, образованный электроном, перемещается в ку­
лоновском поле или в квази-кулоновском поле ядра и каркаса. 
Тогда все это происходит так, как будто маленький магнит под­
вергается действию магнитного поля:

Н =  -~ [® - 'А ]  (25)
—>

при чем h — кулоновское поле. Формула (24) дает действие элек­
тростатического поля на магнитный полюс в движении со ско­
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ростью V .  Так как поле Н перпендикулярно к плоской орбите, 
описанной маленьким электронным магнитом в кулоновском поле, 
потенциальная энергия этого маленького магнита в поле Н есть:

и =  +  ЯЯН (26)
где sDi равно магнетону Бора, согласно гипотезе Уленбека и 
Гаудсмита, и где нужно брать знак ~f- или—, в зависимости от 
направления момента 9JZ, нормального к траектории. Вследствие 
существования потенциальной энергии (25) каждый уравень (га, k) 
теории Зоммерфельда распадается на два уровня (га, Вычис­
ления, произведенные Уленбеком и Гаудсмитом, затем повторен­
ные и усовершенствованные Томасом и Френкелем, пользуясь 
все время прежней квантовой теорией, позволили воссоздать 
закон в N4 для дублетов спектральных термов, у которых число /  
различается на единицу, и таким образом ликвидируются труд­
ности, на которые натолкнулась первоначальная теория Зом­
мерфельда (см. параграф 5 последней главы). Но эти вычисле­
ния подают повод к возражениям и дают хорошие результаты 
только при условии применения искусственных гипотез, как, 
например, замещение квантовым числом I квантового числа k; 
замещение, не оправдываемое, если исходить из прежней кван­
товой теории. В настоящее время уже ясно, что внутриатомные 
проблемы нельзя решать методами прежней механики, а необхо­
димо прибегать к методам волновой механики. Поэтому мы не 
останавливаемся на вычислениях первоначальной теории магнит­
ного электрона J).

Гипотеза вращающегося магнитного электрона положила на-' 
чало объяснению аномального эффекта Зеемана и формулы Лан­
де. Мы все время будем ограничиваться только случаем щелоч­
ных металлов. Внешний оптический электрон щелочного метал­
ла имеет полный момент вращения (момент орбитальный -f- спин), 

. . 1 hравный J — 1+  £ раз ^  принимая несколько произвольное за­
мещение I через k.

Какова же будет потенциальная энергия этого оптического 
электрона в присутствии внешнего магнитного поля Н? Примем, 
согласно прежней квантовой теории, что составляющая Ми полного
момента вращения в направлении поля Н будет вида /га где т —
магнитное квантовое число, которое может принимать одно из по- 
луцелых значений от—/ д о -f-y. Тогда общий магнитный момент
образует с полем Н угол, косинус которого будет Если бы
электрон не имел собственного двойного магнетизма, его энер­
гия в поле Н будет:

3 См. Ьёоп Brillouin, глава XY



4 6  МАГНИТНЫЕ АНОМАЛИИ И ГИПОТЕЗА ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ЭЛЕКТРОНА

W„ „ W. - « н ' н W„+ ̂ ^ 1 0  (27)

Мы снова возвратимся к формуле (14) и нормальному эффекту 
Зеемана. Но в силу двойного'магнитного момента электрона мы 
имеем (все время ставя I вместо к):

h т —  ̂ £
c ‘ l 2* ' 7 +  2 2ь ;

е h / +  1
2 т0с 2г. ./

1 h т
2 2 т; ' Т

а затем:

WH -  W0 9Пи-Н W0 +  rn / +  1 e h H 
j  Ат.тйс

(28)

(29)

формулу, которая эквивалентна эмпирическому 
(21) при условии:

/ +  1 J ziz 2 2 / 4-1
Г  " / +  Т

соотношению

(30)

Эта формула, полученная при помощи довольно произволь­
ных гипотез, представляет бесспорное родство с эмпирической 
формулой Ланде (20).

Гипотеза магнитного электрона, с грехом пополам развитая 
в прежней квантовой теории, дала всеже интересные резуль­
таты. Но нынешний успех новой механики показал, что вопросы, 
относящиеся к электрону, нужно ставить совершенно иначе. 
Итак, нам необходимо теперь резюмировать основные концепции 
волновой механики. Одновременно мы посмотрим, как безуспеш­
но пытались ввести в первоначальную форму этой новой меха­
ники релятивистские идеи. Эта попытка не дала возможности 
разрешить трудности, изложенные на предыдущих страницах. 
Только теория Дирака, введя одновременно в волновую меха­
нику и теорию относительности и собственный магнетизм элек­
трона, смогла устранить эти затруднения.
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Глава  V

Краткое изложение принципов волновой механики

1, Точка зрения новой механики

В прежней механике частицы или материальные точки рас­
сматривали, как небольшие тела ничтожных размеров, имеющие 
в каждый данный момент вполне определенное положение в про­
странстве. Если частица находится в движении, совокупность 
ее последовательных положений составляет в таком случае ее 
траекторию. Классические уравнения ньютоновой механики (где 
уравнения несколько отличны от эйнштейновой механики) позво­
ляют, зная силы, действию которых подвергается частица, и опре­
деленные начальные условия, предвидеть весь ход движе­
ния. Частице свойственно некоторое число величин таких, как 
ее координаты, энергия, составляющие количества ее движения, 
и таких, как величина ее момента вращения по отношению к точке 
и т. п .; прежняя механика приписывает этим величинам точно 
определенное в каждый данный момент значение, и ее уравне­
ния позволяют точно вычислить последовательность этих значе­
ний во времени.

Совершенно отлична точка зрения новой механики, а именно: 
для нее величины, связанные с частицей, вообще не имеют точно 
определенных значений, вследствие чего больше не приходится 
строго говорить о положении в каждый данный момент и о тра­
ектории. В каждый данный момент каждой величине, связанной 
с частицей, можно приписать только определенное число воз­
можных значений, причем каждое из них имеет определенную 
степень вероятности. Это значит, что, если в данный момент 
к искомой величине применить какой - нибудь измеритель, то этот 
измеритель даст одно из значений, предусмотренных как воз­
можные. Вероятность того, что одно' из этих возможных значе­
ний будет результатом измерения, может быть вычислена заранее.

Таким образом, в то время как целью прежней механики 
было, исходя из первоначального данного состояния, строго 
и точно предусмотреть движение, определяемой величинами, при­
писываемыми частице, — более скромной целью новой механики 
является только вычисление возможных значений этих величин 
в каждый данный момент со всеми им соответствующими веро­
ятностями. С математической точки зрения, разница между обе­
ими механиками заключается в следующем. В то время как ста­
рая теория исходит из диференциальных уравнений, позволяю­
щих выражать координаты материальных точек, как функцию
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времени, новая исходит из уравнения в частных производных, 
имеющих форму волнового уравнения. Мы ознакомимся с нахо­
ждением этого основного уравнения, ограничившись случаем од­
ной частицы, находящейся во внешнем поле, так как общий 
случай системы частиц, взаимодействующих друг с другом, лег­
кий в трактовании волновой механики в ее первоначальной форме, 
нас здесь не интересует, ибо теории Дирака до сих пор не удалось 
удовлетворительным образом перенести его на магнитный электрон.

2. Нахождение нерелятивистского волнового уравнения

Мы напишем уравнение распространения новой механики в его 
первоначальной нерелятивистской форме. Это уравнение полу­
чается до некоторой степени автоматически, исходя из выраже­
ния энергии в прежней ньютоновой механике. Пусть частица 
с массой т движется в поле, имеющем потенциал U(x:, у, z, t). 
Классическое выражение энергии частицы есть:

Е • U (х, у, z, t) (1)

Количество движения есть, по определению, вектор;
p — m v  (2)

с компонентами рх ~~тъх и т. д.
Следовательно, между энергией и составляющими количества 

движения существует соотношение :

Е — ^— (Рх* 4 -ру рг) -f- U (х, у, z, t) (3)

Правая сторона (3) может быть обозначена через Н(х, у, z , 
t, рх, ру, рг) : это гамильтоновская функция, которая выражает 
энергию в каждый данный момент t, как функцию координат 
частиц и составляющих количества ее движения (или моментов 
Лагранжа).

Теперь мы покажем, как находится уравнение распространения 
для рассматриваемой частицы в волновой механике. В гамиль-

„ , h д h дтоновскои функции рх замещается на — - —. ^-  , р , На — .
^  ft t  и  JC у

h d  -и pz на —^—. j - ;  таким образом получается оператор^ ft Ь и

„ /  . ____ J L _______ * L -JL  h д \
( ’ У’ ’ ’ 2 я i дх  ’ 2 к / ду  ’ 2 it i d z )

называемый „гамильтоновским оператором". Тогда мы получим 
волновое уравнение новой механики, написав:

h. dW
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где 4>'(x,y,z,t) — волновая функция частицы; функция, вообще, 
комплексная. Уточняя форму оператора Н, легко находим сле­
дующее выражение для (4):

Л'Г 8 к2 т U.(x, у, z, t) Т 4 тг i m д 'Г 
h d t (5)

где Д — хорошо известный оператор Лапласа. Так как волновое 
уравнение в отношении времени является уравнением первого 
порядка, оно позволяет вычислить форму волновой функции 
в каждый момент, если известна ее форма в первоначальный 
момент.

В очень важных случаях, где U не зависит от времени (по­
стоянное внешнее поле), волновое уравнение допускает моно­
хроматические решения, т. е. зависящие от времени только мно-

?JLf Е {
жителем формы е h . Такая монохроматическая волна удо­
влетворяет уравнению:

УЛ/ +  [Е-  и (х, у, z)} W =  0 (6)

или уравнению Шредингера, которое представляет собой изме­
ненную форму (5).

В частном случае, когда U равно нулю (внешнее иоле отсут­
ствует), для монохроматических волн можно еще написать ура­
внение (6) с U =  0, и в  этом случае решением будет плоская 
монохроматическая волна:

где а — постоянная амплитуда, a, fi, -f 
направления распространения волны. 

Е , h

— направляющие косинусы 
Волна (7) имеет частоту 
hv =  - r  и длину волны а. == = ----./г V  2mE m v

Это плоская монохроматическая волна, которую волновая ме­
ханика с самого начала приписывает свободному прямолиней­
ному и равномерному движению частицы с массой т, энергией Е 
и количеством движения mv.

3. Новая концепция механических величин частицы

Мы видим, что переход от прежней механики к новой 
совершается путем замещения составляющих количества дви-

h д „жения операторами — =—. -д— и т. д. Это только один из част-
ных случаев применения общей идеи новой механики, идеи, ко­
торая заключается в замещении операторами всех величин клас­
сической механики. Теперь будет своевременным уточнить, как
4-01278



50 КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ ИРИН

образуются эти операторы. Мы.уже знаем, каковы операторы, 
соответствующие рх, p v, pz \ с другой стороны, оператор, соот­
ветствующий энергии, есть'определенньтй выше оператор Гамиль­
тона Н. Координате частицы, например х, считают соответствую­
щим оператор х (что означает „помножить на х“). Все же осталь­
ные механические величины суть величины, производные от х, у, 
z, t, рх, ру и рг. Следовательно, каждый раз, когда величина вы­
ражается целой рациональной функцией координат щи момен­
тов, мы умеем находить соответствующий оператор1). Таким 
образом, например, составляющая г момента вращения частицы 
в отношении начала координат будет замещена оператором:

м- 6~х) (8)
беря прямые оси и принимая, что вращательному движению 
в положительном направлении в плоскости ху  соответствует по­
ложительный момент вращения.

Операторы, к отысканию которых привела нас волновая ме­
ханика, как соответствующих измеримым механическим величи­
нам, вообще представляют собой комплексные операторы, при­
надлежащие к особому классу: это эрмитовы операторы.

Вот как определяется класс эрмитовых операторов. На даль­
нейшее мы условимся во всей этой работе определенной буквой 
обозначать оператор или функцию, а та же буква со звездочкой 
будет представлять комплексно сопряженное количество. При­
няв во внимание это условие, пусть А будет оператор того 
рода, который будем рассматривать. Если dx обозначает элемент 
объема d xd yd z  пространства, оператор А является, согласно 
определению, эрмитовым, если имеем

J  Г  A (g) dx=  J g  A* if*) dx (9)

При этом интегрирование распространяется по всему простран­
ству, а функции f u g  координат конечны и непрерывны во 
всем пространстве, стремясь к нулю на бесконечности доста­
точно быстро, чтобы полученные интегралы по поверхности при 
интегрировании по частям (9) были равны нулю. Все операторы, 
фигурирующие в волновой механике, — эрмитовы. Это легко 
доказать для каждого оператора и, в частности, например, для 
оператора Ms (8).

Кроме эрмитности, операторы волновой механики всегда имеют 
еще и другую общую черту: они линейны, т. е. всегда мы имеем:

А 0? 1 +  ?г) =  А Ы  - f  А (®2) (Ю)
а также

А (с ср) — с А (ср) (11)
г) Здесь могла бы иметь место неопределенность в расположении множи­

телей, но этим мы заниматься не будем, так как она нам здесь не встретится.
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Нужно сказать, что между операторами, приписываемыми 
новой механикой каждой частице, существует важное отличие. 
Одни из них относятся к совокупности 3 координат х, у, z и на­
зываются „полными операторами". Другие относятся к одной 
или двум координатам и поэтому являются „неполными опера­
торами". Например, гамильтонов оператор Н является полным, 
в то время как операторы рх или Mz— неполные. Позже мы 
убедимся во всей важности этого различия.

Короче говоря, в волновой механике к каждой механической 
величине, приписываемой частице, мы' относим один линейный 
эрмитовый оператор. Но совершенно очевидно, что при точном 
измерении одной из этих механических величин результат изме­
рения выразится действительным числом. Таким образом, как 
это мы уже говорили в параграфе 1, целью новой механики яв­
ляется сказать нам, каковы действительные числа, которые нам 
может дать точное измерение значения механической величины. 
Следовательно, из одного эрмитового оператора, который новая 
механика ставит в соответствие величине, приписываемой ча­
стице, мы должны суметь вывести ряд действительных чисел, 
представляющих все возможные результаты точного измерения 
данной величины. А это возможно, так как все эрмитовы опера­
торы волновой механики имеют ряд „собственных значений", 
являющихся числами действительными. Вот это мы теперь и 
объясним.

4. Собственные значения и собственные функции эрмитового
оператора

Пусть А линейный эрмитовый оператор. Напишем уравнение :
А (?) =  «? 02)

где а постоянная, а ср— функция координат л:, у, z.
По определению, „собственными значениями оператора А" 

мы назовем значения постоянной а, для которых уравнение (12) 
допускает, по крайней мере, одно решение ср (х, у, z), называемое 
„собственной функцией оператора А“, отличающейся такими 
свойствами1): она везде конечна и непрерывна, и интеграл ква­
драта ее модуля по всему пространству имеет смысл и сходится. 
Естественно, если оператор А зависит от времени, он тоже имеет 
собственные значения и собственные функции.

Мы примем существование собственных значений линейных 
и эрмитовых операторов волновой механики, но мы покажем, 
что эти собственные значения обязательно действительны. В са­
мом деле, уравнение, сопряженное с (12), пишется:

А* (ср*) =  а* ср* (12*)

*) Различными здесь считают только линейно независимые функции.
ft
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а так как А линейный оператор, мы имеем:

/ ф*А(ф)«Д I <р А* (?*) d- — (а — а*) I срср* ci' (13)
. d ‘ ,1 D ‘ J  D

причем интегрирование распространяется по всей области D пере­
менных, которые фигурируют в ©, т. е. в А. Но первый член (131 
равен нулю, так как А является эрмитовым. Ввиду того, что 
интеграл второго члена существенно положителен, мы дсушны 
иметь а --а*; следовательно а число действительное.

Совокупность собственных действительных значений эрми- 
тового оператора называется „спектром“ этого оператора. Этот 
спектр дискретен, если собственные значения изолированы, и 
сплошной, если они образуют непрерывную последовательность. 
Спектр может быть даже частично сплошным, частично дискрет­
ным. Сначала мы рассмотрим дискретные спектры.

Обозначим через а,- собственное изолированное значение. Су­
ществует, по крайней мере, одна собственная функция ©r-(x,.y, z), 
которая ему соответствует. Совокупность собственных функций 
образует ортогональную систему в том смысле, что если ср; и ©у 
суть две собственные функции, соответствующие двум различ­
ным собственным значениям а, и зу, мы будем иметь:

<?/*?;Л  =  Q (14)
J  D

В самом деле, .так как а,- — действительны, мы имеем:
А (еру) --- ау Фу А* (©; *) =  а,- ©/i: (15)

а следовательно:

| "а А* (ь*) d ~ ~ - I ?/* А Ы  d- =-■ (*i -  *;) Г ?;* d- (16)
. '  D J  D J  D

Так как первый член вследствие эрмитности А равен нулю 
и я,- — ау, согласно предположению, отлично от нуля, уравнение 
(14) доказано.

Доказательство непригодно для двух линейно независимых 
собственных функций, соответствующих одному и тому же соб­
ственному значению. Когда встречается такой случай, говорят, 
что налицо имеется вырождение и что собственное значение 
кратно. Пусть щ собственное кратное значение, которому соот­
ветствует р собственных линейно независимых функций <рл, 
ф/ 2 ... Фф. Так как оператор А линейный, все линейные комби­
нации <p/i ... ®ip являются решением A© — а,©. Тогда мы можем 
заменить р собственных линейно независимых функций ©п .. .  у-,р 
на р линейных линейно независимых комбинаций этих функций 
и легко видеть, что эти линейные комбинации можно выбирать 
таким образом, чтобы они были ортогональны между собой. 
Иначе говоря, когда собственное значение кратно, система соб­
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ственных линейно независимых функций определена только 
с точностью до линейного преобразования, и этой частичной не­
определенностью можно воспользоваться, чтобы» получить си­
стему собственных независимых функций, которые будут орто­
гональны. Таким образом, всегда можно считать, что совокуп­
ность собственных функций эрмитовою оператора ортогональна.

Собственные функции эрмитовою оператора определены 
только с точностью до постоянного комплексного множителя 
(даже без вырождения). Чтобы фиксировать модуль этого ком­
плексного множителя, обычно „нормируют" функции т. е. 
полагают:

I '£i*f;dx= I :'£;,2С?£— 1 (17)
J  D J  D

уравнение, которое имеет смысл, т^к как суммируемо. Когда 
собственные функции нормированы, они имеют еще произволь­
ный множитель формы eia.

Вводя символ Ьф равный единице, если i ~ j ,  и нулю, если 
i j, можно формулы (14) и (17) свести к формуле:

'ij г‘ч 
D

(18)

Все предыдущие формулы применимы к дискретному спектру. 
Если оператор А имеет сплошной спектр, каждому собствен­
ному значению а этого спектра соответствует одна собственная 
функция, которую мы напишем как ® (а, х, у, z), ибо при о, не­
прерывно изменяющейся в сплошном спектре, более естественно 
написать4 ее как переменную, чем как индекс. Собственные 
функции <р (а, х, у, z) ортогональны в отношении собственных 
функций дискретного спектра, если он имеется. Но, чтобы из­
бежать определенных трудностей сходимости, при изучении 
сплошных спектров удобнее вместо самих собственных функций

о (а, х, у, z) рассматривать выражения (а, х, у, z) do,, назы­

ваемые „собственными диференциалами", соответствующие ин­
тервалам а-»а-|-Аа, выбранным настолько малыми, насколько 
эго желательно в области непрерывного изменения а. Употреб­
ление собственных диференциалов приводит к замещению фор­
мулы (18) формулой:

1
Да

/Vx-f-Да "j

dx / ср* (а, х ,  у, Z) do 1 zs (а, х, у, z) do
D J  а

(19)

Прежде чем закончить этот параграф, мы должны еще отме­
тить одно очень важное свойство собственных функций линей­
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ного эрмитовою оператора А: они образуют „полную систему1*. 
Это значит, что при весьма общих условиях функция перемен­
ных, связанных с А (переменных области D), всегда может быть 
разложена в ряд по собственным функциям этого оператора. 
Если, например, f{ x ,y ,z )  есть функция трех переменных x ,y ,z ,  
ее можно легко разложить в ряд по собственным функциям 
эрмитовою оператора А в форме :

f(x , у, z) =- ^  Ь (х, у, z) -j- j d (а) со (a, x, у, z) da (20)
T

причем сумма £ распространяется на дискретный спектр, а ин­
теграл — по сплошному спектру.

Вводя собственные диференциалы, соответствующие различ­
ным интервалам Да сплошного спектра, мы можем заменить (20) на

1_
Да

y'ia-j-A'X
ср (х, у, z) daf(x , у, г) =  2  di ?/ (х, у, 2 ) +  2  d (а)

i  Да

Пользуясь формулами (18) и (19), легко находим: 

dt— ij <ti*f(x,y, z) d f,

Да (21)

d(a)
D

>а-|-Да

<o* (a, x, y, z) da f ( x ,y ,  z) d~ (22)

Количества di и d (a) называются „коэфициентами Фурье“ 
разложения функции f  {x ,y,z) по собственным функциям опера­
тора А. Ряд и интеграл Фурье входят в этот тип разложения, 
как простые частные случаи.

5. Основные принципы волновой механики
В первом параграфе настоящей главы мы уже говорили, чЮ 

целью новой механики является вычисление возможных значе­
ний величин, приписываемых частице, и соответствующих им 
вероятностей. Затем мы научились связывать с частицей функ­
цию Ч1 (х, у, z, t), решение уравнения (5), — волновую функ­
цию, которую мы всегда предполагаем „нормированной" по 
условию: J WW* dx =  1 (23)1)

Далее, мы с каждой величиной, приписываемой частице, свя­
зываем соответствующий линейный эрмитовый оператор, кото-

г) Далее мы докажем, что если условие (23) удовлетворено в определенный 
момент, то оно удовлетворено и во всякий другой момент.
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рый позволяет определить совокупность действительных чисел, 
их собственные значения, а также полную систему нормирован­
ных ортогональных функций, их собственные функции.

Теперь мы можем формулировать два следующих основных 
принципа новой механики:

Первый принцип: Возможные в момент t значения величины, 
приписываемой частице, т. е. возможные результаты точного 
изменения, произведенного в момент t, этой величины, суть соб­
ственные значения в момент t линейного эрмитового оператора Л, 
соответствующего этой величине.

Второй принцип-. Если частица для волновой функции имеет 
определенное решение (х, у, z, t) своего волнового уравнения, 
йероятность, чтобы точное измерение величины, соответствую­
щей полному оператору А, дало в момент t определенное 
собственное значение,, равна квадрату модуля коэфициента при 
соответствующей собственной функции в разложении волновой 
функции Ф' по собственным нормированным и ортогональным 
функциям оператора А.

Более явно, если функция разлагается по собственным 
функциям А в форме (аналогично (21)):

i ' Да

1
Да

>а-}-Да

9 (о.) flfo. Да
а

(24)

то |n,i2 дает вероятность собственного значения а,-, а \с (а) [2Да 
дает вероятность значения, находящегося в интервале а —мх-]-Аа. 
Функция W нормирована и сумма вероятностей всех возможно­
стей равна единице, как это легко проверить. Естественно, что 
вероятности, определяемые вторым принципом, вообще явля­
ются функциями времени t, т. е. момента измерения.

Если оператор А допускает кратные собственные значения, 
формулировка второго принципа должна быть дополнена. Пусть 
яг собственное кратное значение, которому соответствует р нор­
мированных и ортогональных линейно независимых собственных 
функций 9 п .. .  9 ip. Вероятность найти при измерении значение а,- 
для рассматриваемой величины есть

! С>1 I2 “f" | СП ]2 -Ь ■ • • ~f"J Сjp |2,
т. е. сумма модулей коэфициентов при ®,-... ®ip в разложении Т* 
по собственным функциям А. Эта вероятность является незави­
симой от способа, каким выбирают р собственных функций 
?п • ■ ■ 9 iP, как это и должно быть.

Когда оператор А неполный, формулировка второго прин­
ципа должна подвергнуться изменению. Действительно, тогда 
собственные функции А не содержат всех трех переменных х, у, z 
и в разложении (24) сг- и с(а), очевидно, являются функциями 
переменных, не содержащихся в и 9 (a). Тогда вероятность 
собственного значения а/ не может быть | с, - ' 2 количеством,_ ко­
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торое tбудет Зависеть еще'От определенных переменных. Следо­
вательно, чтобы получить вероятности, необходимо проинтегри­
ровать указанные выше выражения по всей области перемен­
ных, которые не фигурируют в А. Например, если А зависит 
только от у и г, с,- будут зависеть от х и вероятность значения

/S  +  oo

а,- будет не jc/12, a / | с,- S2 dx. Легко убедиться, что это измене­

ние вполне согласуется с идеей, что полная вероятность всех 
возможных гипотез должна быть равна единице.

Далее мы покажем несколько примеров применения общих 
принципов. Очень простой пример, это применение к гамильто- 
новому оператору, который, как мы знаем, является полным 
оператором. Для гамилыонового оператора уравнение (12), упо­
требляя Е вместо а, мы напишем в виде:

Н Г«р) =  Е  ср (25)
Имеются собственные значения Е/ и собственные функции <р,-. 

Этщзначения и собственные функции зависят от времени, если 
от него зависит Н, т. е. если система не консервативна. Точное 
измерение энергии может дать в результате только одно из зна­
чений Ef, относящихся к моменту t измерения, и вероятность 
получения значения Е*(£) равна квадрату модуля коэфициента 
при функции срк в разложении волновой функции Т частицы по 
собственным функциям энергии в момент t. Это то, что в дру­
гих работах называется „принципом спектрального разложения11.

Попробуем теперь применить наши принципы к величине 
координаты х  частицы. Уравнение (12) принимает форму:

л: • ср =  а ср (26)
Это уравнение может рассматриваться, как удовлетворяющееся 

при всяком Действительном значении а функцией 8 (*— а) или 
функцией Дирака, обладающей следующими свойствами:

1. Она является четной функцией аргумента (х  — а).
2. Интеграл o.)dx равен нулю, если интервал ин­

тегрирования не содержит значения х =  « и равен /(а) для вся­
кой области интегрирования, содержащей это значенйе. Следо­
вательно, уравнение (26) допускает сплошной спектр, содержащий 
все действительные значения а  от — о о  до 4 - о о .

Таким образом, по первому принципу измерение координаты 
может a priori дать (как это и должно быть) любое из зна­
чений от — о о  до 4 ~ о о .  Далее, собственные диференциалы

|-Да
/ 8(х--~-o)d% сплошного спектра, как это легко видеть, обра-
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зуют полную нормированную и ортогональную систему. Так как 
по определению функций о мы имеем:

М' (х, у, z, t) =
4- СО
'Г (а, у, z, t) Ь (х -- а) da. (27)

вероятность, что измерение координаты х дает величину, нахо­
дящуюся в интервале a —va-j-aa, по второму принципу пред­
ставляется в виде:

-j- СО
dz

- j-  оо

dy I llJ" (ос, у, z, t) 12 da (28)

Легко прийти к выводу, что вероятность, чтобы одновремен­
ное измерение трех координат дало значения, входящие в интер­
валы a—va-j-da, (3— Т ~ Т ~ | ~ е с т ь  |'Т(а, р, у, t \2dad$(f{, 
а это приводит к тому, что вероятность, что измерение локали­
зирует частицу в элементе объема dxdydz  вокруг точки с коор­
динатами х, у, z, есть | 'Рфс, у, z, t) |2 dx dy dz. Это то, что в других 
работах называется принципом интерференции.

6. Величины одновременно и неодновременно измеримые

Из общих принципов, изложенных в предыдущих параграфах, 
мы выводим очень важное следствие: две механические вели­
чины могут быть одновременно точно измерены только в том 
случае, если соответствующие операторы А и В переставимы 
или, как выражаются, коммутативны, т. е. если АВ =  ВА.

Действительно, если ер, и обозначают соответственно соб­
ственные функции А и В, а а,- и рх-— их собственные значения, 
то для того, чтобы можно было одновременно точно измерить 
обе рассматриваемые величины, нужно, чтобы мы могли одно­
временно приписать первой величине определенное значение а,-, 
а второй — определенное значение рх. Следовательно, по первому 
принципу должно быть возможным написать волновую функ­
цию 'Г частицы в форме :

'Р =  **?/ =  «  (29)
ci может зависеть от переменных, которые не фигурируют в <р,-, 
если А неполный оператор, а d, точно также может зависеть 
от переменных, которые не фигурируют в X,-, если В — неполный. 
Из предыдущего уравнения выводим:

АВ (¥) =  АВ (di X,) -  A (d; р, X,) =  р, А (с, 9д =  р, щ V (30)
и

В А (V) =  В А (с; ер,) =  В (Ci Щ ер,) =  а, В (di X,) =  а, р, ЧГ (31)
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Тогда мы должны иметь
АВ ('Г) =  ВА ('!') (32)

для всех значений *Г в форме (29), что влечет за собою АВ =  ВА.
Наиболее простой и важный пример величин, одновременно 

неизмеримых, представляют координата и соответствующая со­
ставляющая количества движения. Действительно, мы имеем.

h д 'АДА х ~ х - г х ) <33>
Иначе говоря, оператор хрх— рхх  эквивалентен умножению 
\~i • Значит, и рх не коммутативны, и, следовательно,на

координата и соответствующая составляющая количества дви­
жения не могут быть с точностью измерены одновременно. Коор­
дината и соответствующий импульс Лагранжа, таким образом, из­
вестны в данный момент только с некоторыми неточностями Ах 
и Арх, которые не могут быть одновременно равны нулю. Можно 
доказать, что мы всегда имеем:

A x -A p ^ h  (34)
по крайней мере, но порядку величины. Неравенство (34) и два 
аналогичные неравенства для у  и z составляют „соотношения 
неопределенности11 Гейзенберга, на которые мы неоднократно 
указывали в других своих работахД

]) Introduction а С etude de la Mecanique ondulatoire, .Германн, Париж, 1930. 
La theorie de la quantification dans la nouvelle Mecanique, Германн, Па­

риж, 1932.
В обеих этих работах имеется более подробное изложение принципов, 

кратко изложенных в настоящей и следующей главах.
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Глава  VI

Краткое изложение принципов волновой механики
(продолжение)

1. Некоторые сведения об алгебраических матрицах

„Матрицей" называется таблица чисел, слагающаяся из ко­
нечного или бесконечного числа строк и столбцов. Если та­
блица имеет конечные размеры, мы предполагаем, что она квад­
ратной формы. Можно было бы предположить ее, для обобщения, 
прямоугольной, но это внесло бы сейчас бесполезное, для нас 
усложнение. Место каждого числа, фигурирующего в таблице 
(элемента матрицы), может быть определено с помощью двух 
индексов, соответственно обозначающих строку и столбец, к ко­
торым оно принадлежит. Итак, обозначим через я,-* элемент ма­
трицы, внесенный в таблицу на пересечении /-той строки и 
к - того столбца ; тогда матрица в целом будет представлена 
через А или \ аы |. Элементы аи с одинаковыми индексами рас­
положены по диагонали таблицы и называются „диагональными 

' элементами". Мы можем сказать, что две матрицы А и В равны 
и напишем А =  В, если равны их элементы с одинаковыми ин­
дексами (aik =  biK).

В алгебре с матрицами приходится иметь дело, когда изу­
чают линейные преобразования. В самом деле, если переменные 
х'. представляют собой линейные комбинации других перемен­
ных x it мы будем иметь формулы преобразования типа;

( 1 )
j

формулы, которые можно представить в сжатом виде, написав 
векторное соотношение:

X' =  АХ (2)
и условившись, что вектор АХ имеет в качестве составляющей 
с индексом / величину (АХ),- — ^ a-^xj.

i
Формула (1) дает возможность определить сумму и произве­

дение двух матриц, имеющих одинаковое число строк и столб­
цов, при следующих допущениях:

1. Сумма двух матриц А и В есть матрица A-f-B, элемент 
с индексами /к которой есть а;к-\-Ьы.

2. Произведение матрицы В на матрицу А есть матрица АВ,
/к-тый элемент которой есть (АВ);,, — • bi„.

V 'I
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Г

Из определения 2 следует, что вообще произведение матриц 
ВА не равно произведению матриц АВ. Говорят, что вообще две 
матрицы не коммутативны. Если АВ равно —-ВА, матрицы анти- 
коммутативны.

Элементы матрицы могут быть действительны или комплексны. 
Возьмем общий случай матриц с комплексными элементами. Сле­
довательно, формулы преобразования (1) выражают, что мы пе­
реходим от некоторых комплексных переменных х, к другим 
комплексным переменным х /. Теперь мы определим несколько 
особенно важных типов комплексных матриц.

Мы говорим, что матрица эрмитова, если элементы, симме­
тричные по отношению к диагонали, являются комплексно сопря­
женными (й,к =  aKi*). Диагональные элементы эрмитовой матрицы 
действительны. Если все элементы эрмитовой матрицы действи­
тельны, матрица симметрична по отношению к своей диагонали. 
Мы говорим, что матрица антиэрмитова, если имеем а,* = — 
Диагональные элементы антиэрмитовой матрицы чисто мнимые. 
Произведение двух эрмитовых матриц эрмитово только в том 
случае, если они коммутируют. Если они антикоммутативны, 
произведение антиэрмитово.

„Матрицей, сопряженной с матрицей А“, называют и обозначают 
через А+ матрицу, полученную из А, переставляя члены, симме­
тричные по отношению к диагонали, и беря их комплексно сопря­
женные; тогда имеем а-,к + =  aKi*. Из этого определения следу­
ет, что эрмитова матрица равна своей сопряженной: если А эрми­
това, имеем А —А+. Легко доказать формулу (АВ)+^ В+А+, 
и очевидно, что (А+)+ =  А.

Матрица называется „диагональной“ в том случае, когда 
только диагональные элементы не равны нулю. Очень важна 
эрмитова диагональная матрица, называемая единичной матрицей, 
которую пишут как 1: это матрица, йс-тый элемент которой 
равен 8,тс.

Если дана матрица А при наличии другой матрицы А~! таким 
образом, что А-А-1 =  А-1А =  1, то матрица А-1 называется 
матрицей „обратной к А“.Эта обратная матрица, если она суще­
ствует, всегда единственна. В том случае, когда А имеет конеч­
ное число строк и колонок, всегда существует обратная матрица, 
если детерминант, образованный с помощью таблицы а,?,, не ра­
вен нулю. В том случае, когда А имеет бесконечное число строк 
и столбцов, может не существовать А-1 и в каждом отдельном 
случае нужно проверить ее существование. Легко проверить 
формулу: (АВ)-1 =  В-1А-1.

Когда А является действительной матрицей, такой, что:
(3)

i

говорят, что матрица А ортогональна: она определяет ортого­
нальное преобразование, которое оставляет инвариантной ве-
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личину 2  хг. Это хорошо известно. Для матриц, с комплексными 
/

элементами это определение можно обобщить: если А предста­
вляет собой комплексную матрицу и если мы имеем:

V  aij а!к * ~  bjK (4 )
i

говорят, что А определяет комплексное ортогональное преобра­
зование или, как еще говорят, она является „унитарной”. Для
комплексного ортогонального преобразования количество 2  х ,•* х;

i

остается инвариантным. Условие (4) может быть написано:

V  aKi+'aij — Kj или А + А = 1 ;  А + = А -1 (5)
i

Таким образом, чтобы матрица была унитарной, ее сопряжен­
ная должна совпадать с ее обратной матрицей.

Пусть А есть матрица и S — унитарная матрица, имеющие 
то же число строк и столбцов; тогда говорят, что матрица 
В =  S-IAS получена из А путем „канонического преобразования”. 
Если А эрмитова, то эрмитова и В. В самом деле, так как по 
предйоложению S+ —S-1 и А+ —А, мы имеем:

В+ =  (S_1AS)+ =  S+A+ (S-2)+ =  S -‘AS =  В (6)
Откуда вытекает важная теорема: каноническое преобразо­

вание превращает эрмитову матрицу в другую эрмитову ма­
трицу *).

2. Матрицы волновой механики

Допустим, что нам известна полная система нормированных 
и ортогональных функций: срг .. .  сря . . . ;  мы назовем их фунда­
ментальными функциями. Такую систему дает нам, например, 
совокупность собственных функций эрмитового оператора.

Если дана эта фундаментальная система, то каждому линей­
ному оператору мы можем поставить в соответствие матрицу. 
Пусть, действительно, А будет линейный оператор; применение 
этого оператора к одной из фундаментальных функций ?«• дает 
нам функцию, которая может быть разложена по полной си­
стеме ? ! . . .  ф„ ... Следовательно, мы имеем соотношение вида:

А (?,•) =  2  (7)

*) Это положение непременно предусматривает, что матрица S канониче­
ского преобразования является^унитарной.
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откуда в силу свойств фi

ciji— I  A (cpf) с/т (8)
. D

где D является областью переменных, которые фигурируют в ф{.
По определению, ал формулы (8) суть элементы матрицы, 

соответствующей оператору А в фундаментальной системе ср 
Эту матрицу мы также обозначим буквой А. Если нам нужно 
уточнить систему функций, принятую как основание, мы сможем 
ее обозначить через А?.

Полученные таким образом матрицы могут быть названы 
„матрицами волновой механики11. Теперь мы докажем, что они 
вполне удовлетворяют правилам сложения и умножения алге­
браических матриц. Для этого возьмем два линейных оператора 
А и В. Мы получим :

а (9)
J J

откуда:
(А -(- В) (?,) =  ^  (ал -j- Ьц) ф/ ч (10)

j

Следовательно, элементу/ матрицы АД-В есть это
и есть правило сложения алгебраических матриц. Кроме того,
мы имеем:

АВ(?,) =  2 ^ А (? Д - -  - (11)к К \ ] )

Таким образом кг-тый элемент матрицы АВ есть N] aKj bj„
i

а это и есть правило умножения алгебраических матриц.
Условием, чтобы матрица А волновой механики была эрми­

това, является:

Но мы знаем, что, если это условие выполнено для всех 
функций Ф;, оператор А, по определению, является эрмитовым, 
и наоборот. Следовательно, необходимым и достаточным усло­
вием, чтобы матрица волновой механики была эрмитовой, яв­
ляется условие, чтобы эрмитовым был оператор, от которого 
она происходит. Таким образом, эрмитность является свойством, 
присущим оператору в том смысле, 4то эрмитовый оператор дает 
во всякой фундаментальной системе функций эрмитову матрицу.

Поскольку все операторы, которые мы рассматриваем в волно­
вой механике, эрмитовы, то эрмитовы равным образом и матри­
цы, которые им соответствуют. Ц|,
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3. Средние значения в волновой механике

Вообразим частицу и допустим, что нам известна приписы­
ваемая ей волновая функция W. Пусть, с другой стороны, имеем 
одну из механических величин, приписываемых чабтице, кото­
рой в новой механике соответствует оператор А. Говоря об этой 
величине, мы сокращенно говорим „величина А“.

Общие принципы, изложенные в последней главе, позволяют 
нам предвидеть возможные значения величины А и соответ­
ствующие им вероятности. Принимая во внимание, что вообще 
существует несколько возможных значений с вероятностями, 
неравными нулю, нельзя говорить определенно о значении ве­
личины А в каждый данный момент, а можно говорить лишь 
о ее среднем значении, причем это среднее значение определяется 
обычным способом, как сумма произведений каждого возмож­
ного значения на соответствующую вероятность. Если а,- и ?,■ 
обозначают собственные значения и собственные функции А и 
если волновая функция 'I7 допускает разложение:

V =  2  с/(р/ (13)

то, согласно общих принципов, среднее значение А есть

А =  2  I 2 (14)
i

Это можно написать в форме, принятой в волновой механике :

А — f  W*A(W)dr (15)
J D

Эквивалентность (14) и (15) следует из формулы:

j" V*A(W )dr= j  2  Ci* ?'* ' А с* (1х '■

=  ^  С *  ск ( Ь* fk с1л 
ik  J  D

(16)

и из того, что функции сpi, нормированы и ортогональны. Сред­
нее значение А, определенное через (14) и (15), очевидно, есть 
действительная величина.

Рассуждения, путем которых мы приходим к выводу основ­
ной формулы (15), строго действительны только для полных 
операторов А без сплошного спектра и без кратных собствен­
ных значений. Однако, не представляет никакого груда распро­
странить ее на неполные и вырожденные операторы и на сплош­
ные спектры: формула (15)— общая.

Форма выражения (15) для А позволяет нам сказать, что 
цг«=А(Чг) является „плотностью среднего значения" для вели­
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чины А. Но зга „плотность" несколько отличной природы от 
тех, которые рассматриваются в классических теориях. Действи­
тельно, элемент интегрирования Ч‘*А(Ч’)о(т (который вообще яв­
ляется комплексным) ни в коем случае нельзя считать опреде­
ленным количеством величины А, которая локализирована в эле­
менте di, и только интеграл (15), который всегда действителен, 
имеет физическое значение. Это очень важное обстоятельство, 
которое нужно всегда иметь в виду.

Формула (15) дает статистическую интерпретацию матриц вол­
новой механики или, по крайней мере, их диагональных элемен­
тов. Мы это покажем, рассматривая еще невырожденные 
полные операторы без сплошного спектра, ибо общие рассуж­
дения приводят только к усложнениям, не меняя результата. 
Допустим, что разложение волновой функции Ч' по собственным 
функциям ®/ оператора А сводится к одному члену; тогда имеем

Ч = с /?/ (17)
причем |с/1 =  1, поскольку Ч' предполагается всегда нормиро­
ванной. В этом случае мы уверены, что измерение величины А 
дает значение а,-. Пусть теперь мы имеем другую величину В, 
приписываемую частице и соответствующую оператору В. При­
меняя формулу (15), мы получаем среднее значение величины В 
и находим:

В — Г Ч'* В (Ч) d z = f  ?,* В (ер/) <;т (18)
• D  . D

Второй интеграл (18) является диагональным элементом с 
матричными индексами И оператора А в системе функций 
Отсюда теорема: „Диагональный элемент с матричными индек­
сами гг оператора В в системе собственных функций оператора А 
равен среднему значению величины В, когда известно, что 
величина А имеет значение <хг “.

4. Среднее значение координаты. Теорема Эренфеста

Рассмотрим одну из координат частицы, например, коорди­
нату х. Ее среднее значение по формуле (15) и согласно прин­
ципу интерференций есть:

* =  f  хЧГ*ЧГЖ (19)
J  D

Итак, это координата а : „фиктивной жидкости", плотность 
которой в любой точке дается:

р =  ЧГ Ч* ' (20)
Эту фиктивную жидкость мы назовем „жидкостью вероят­

ности" (fluide de probabllite). Количество этой жидкости, содер-
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жащееся в элементе объема dx, есть T'T* dx1), и полное коли­
чество жидкости остается постоянным во времени, равным 1 , 
если функция Т' нормирована. Так как распределение жидкости 
вероятности изменяется с течением времени, мы ей приписываем 
в каждой точке скорость, которую мы определяем через:

“ =  ifV* Ш к {'Г gra(l W* -  'У* grad 'У ] {21>

Легко показать, что в этих условиях жидкость вероятности 
сохраняется с течением времени и это лишний раз подтверждает 
следующее положение, точность которого мы уже признали: 
„Если функция Л' нормирована в данный момент, она остается 
нормированной всегда'1.

Вот доказательство. Из волнового уравнения, которому под­
чиняется функция Л' (уравнение (5) предыдущей главы), и со­
пряженного уравнения легко вывести :

'лЧСГ*) , 1 1 . (Ч'*Д'Г d t y 7 4тигп Ч'ДФ *) ^

h Vi 
~  4 яim

1

£ 
ч

1___ q r ^ . Y
дх (2 2 )

или еще, по определениям (2 0 ) и (2 1 ):

§ |  +  div (ри) == 0 (23)

Но уравнение (23) есть гидродинамическое уравнение не-
прерывности, которое выражает сохранение жидкости, рас­
пределение и движение которой определяются через (2 0 ) и (2 1 ).

Теперь отметим одно обстоятельство. По нашему определе­
нию средних величин, если f(x,  у, z, t) является определенной 
скалярной или векторной функцией, мы должны назвать „сред­
ним значением этой функции в момент t “ количество:

/ ( * ) =  f  '1 ■*-f(x,y,z,t).Vdx (24)

А раз это так, то мы можем формулировать очень важную 
теорему Эренфеста: _

Теорема: Точка с координатами л;, у, z двигается с течением 
времени так, как это делает по законам классической механики 
материальная точка массы т под действием силы, равной в каж­
дый момент среднему значению /  (() действительной силы.

*) По принципу интерференций это количество, следовательно, равно „веро­
ятности присутствия" частицы в элементе dx.
.5—01278
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Сначала но (19), применяя (22) и интегрируя по частям, мы 
имеем:

| 4 = ( , е т * . -  -  * | ' х 2a t  j  d dt  4m m j  d х,у,г
h д W*

дх

h
4тсгот, 

а 4' 
дх

д
д х

д Ч'*
д х W,d_w

дх

W* d х — ( их 4-* 'Г dx =  u x. (25)J D
Затем находим :

А Г ГдЧТд Т* d Ч' дТ* д2 Ч*_  д2 Ч'
4 тст„ / 0 [д £  дх дх д£ ' dxdt  dxd t

h г /д Ч; д 4 ’ * д Ч' д ¥* \ ^ _ 
4 n i m J Dl d t  дх$ дх  d t  j

d i =

(26)

которое в силу волнового уравнения дает:
d2x _ /г2 Г |д\Г*/л„. 8 к2т
d t 2 8 тс2 т2  J  D[ dx  \j

д Ч‘ / , 8  тс2 т
h2

AW*

AW-

'U4'
к
d т .

VW +

(27)

Далее, теорема Грина дает (после интегрирования по частям):
д W

____ /\ Ч Г /7 г  ------ I I

[дх /JГ (dW* д'1' ....Л Н  **
J D( d x  )*
таким образом, что*(27) дает^нам: 

d2x

AW ■ * * £ < * * > Л  =  0  (28)

д U\ d LJ

т

X
< / * 2

(29)

Это и есть выражение'теоремы Эренфеста для х. Точно та­
ким же образом находим и соответствующие формулы для у  и z.

Заканчивая этот параграф, мы дадим, кроме того, определе­
ние средних плотностей электрического заряда и электрического 
тока, соответствующие частице заряда е, функция W которой 
известна. Заряд е, будучи физической величиной, принимающей 
лишь одно значение, равен своему среднему значению, и мы 
можем написать:]

s W W* dx. (30)

Следовательно, мы можем рассматривать количество:
а =  = т  ч’*, (31)
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как среднюю плотность электрического заряда, связанного с ча­
стицей. С другой стороны, с классической точки зрения, частица 
заряда $ при движении со скоростью г» эквивалентна элементу то­
ка i-—-sv .  Здесь нам надо заменить vx на — рх и т. д. ит
тогда три составляющих ix iy iz рассматриваемого тока будут со­
ответствовать операторам

h  г  д h  е д h s д
2  -  i т д х ’ 2  s im  7д у  ’ i т d z '

Например, среднее значение г» будет всегда по (15):

■Л- ( " г * * ’2тит.ч d  о х
h s Г 

Animj  г W, д W*
д х

г) II/

(32)

и аналогичные ж выражения будем иметь для iy и i2■ Из этих 
выражений вытекает, что векторное количество

4 ~^-- l'1' ^rad 'Г* ‘Г* grad <Г] (33)

может рассматриваться, как средняя плотность электрического 
тока, приписываемого частице. Сравнивая формулы (30) и (33)
с формулами (2 0 ) и (2 1 ), мы видим, что плотности о и j  суть 
плотности заряда и тока, которые, по классической теории, бу­
дут существовать, если заряд е частицы распределится пропор­
ционально его плотности 'F'F*.

5. Первые интегралы в волновой механике

В классической механике „первым интегралом" называется 
механическая величина, выражающаяся с помощью координат, 
импульсов и иногда времени, остающаяся постоянной во время 
движения в силу уравнений движения.

Как же определяется первый интеграл в новой механике ? 
Вот ответ, который следует дать на этот вопрос: если механи­
ческая величина соответствует оператору А, эта величина есть 
первый интеграл в данной задаче (т. е. для данной формы га- 
мильтоновской функции Н), если имеем

д к  . 2 гЛ
~дТ +  —  (АН — НА) =  0 (34)

д А „ ,где представляет оператор, который получается, формально
определяя выражение А по отношению к переменной t. Если А не 

, д кзависит от г, то ^  есть нуль и условие (34) выражает просто.
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что А коммутирует с Н. Отсюда видно, что, если Н не зависит 
от времени, условие (34) имеет следующее значение: матричные 
элементы, образованные из оператора А в системе собственных 
функций оператора Н, постоянны.

Если поле постоянно, Н не зависит от времени; очевидно, 
что энергия является первым интегралом; получаем классиче­
скую теорему. Если х— составляющая поля есть нуль, Н не за­
висит от х  и коммутирует с рх : х  составляющая количества дви­
жения есть первый интеграл, как и в классической механике, и т. д.

Наиболее интересный для нас случай, это момент вращения. 
Когда поле имеет цилиндрическую симметрию вокруг оси oz, 
Н не зависит от азимута © вокруг этой оси. Беря прямые оси 
и допуская, что вращению в положительном направлении в пло­
скости xv соответствует положительный момент вращения, — опе­
ратор, соответствующий моменту вращения вокруг oz, есть:

М’ ' хр> - У Р '=  2Ы * Т х  -х Ъ )  (35)
Беря сферические координаты с полярной осью oz, мы находим :

Мг - h д 
2 xirJf (36)

Следовательно, Мг не зависит от t, коммутирует с Н и яв­
ляется первым интегралом. Если поле имеет сферическую сим­
метрию вокруг 0 , каждый из моментов вращения Mx M.y Mg бу­
дет первым интегралом.

Мы можем упростить форму условия (34), введя оператор:

L =  Н h д 
2  ъ i d t (37)

Так как при /, представляющем произвольную функцию, мы 
имеем:

-Д --А (/) =  ^ ( / )  +  а Ш ,

д Г
д к  д д д ооператор ^  эквивалентен оператору ^ - А — А-

условие (34) можно написать:

О =  (АН — НА) +  5 X7  ( 5 7  ' А - А • -4

- А Н к д \ 
2  я i д t I Н h д 

2  тс t dt А
или просто

AL — LA =  О

Тогда

(38)

(39)
Итак условием, при котором величина А является первым 

интегралом, является коммутативность оператора А с L
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Релятивистская форма волновой механики с одной 
волновой функцией

1. Несколько формул из релятивистской механики

Введение в механику принципа относительности еще задолго 
до возникновения новой механики привело Эйнштейна к изме­
нению классических уравнений ньютоновой динамики. Впрочем, 
это изменение свелось к простому изменению некоторых фор­
мул. Релятивистская механика Эйнштейна сохранила все клас­
сические концепции материальной точки, скорости, траектории, 
механического детерминизма и т. п. В сравнении с новой меха­
никой динамика Эйнштейна представляется, таким образом, лишь 
как незначительное изменение классической теории, имеющей 
целью согласовать ее с принципом относительности. В пара­
графе 2 главы V мы исходили из формул ньютоновой механики, 
чтобы получить уравнение распространения волновой механики. 
Таким образом мы получили волновую механику, которая, есте­
ственно, еще не является релятивистской. Чтобы получить реля­
тивистскую волновую механику, кажется вполне естественным 
действовать как и в параграфе 2 главы V, но исходя из' формул 
теории Эйнштейна. Для этого мы начнем с того, что напомним 
некоторые из этих формул.

В релятивистской механике каждая частица характеризуется 
инвариантной величиной т0, ее собственной массой. Так как 
одним из основных принципов теории относительности является 
пропорциональность массы и энергии, частица массы тй будет 
обладать даже в состоянии покоя внутренней энергией или 
„собственной энергией"; выражаемой через

W o =  /n0c* (1)

где с —• скорость света в пустоте. Если частица движется со ско 
ростью v — $c, ее энергия:

тйс'-
У 1 Р

(2)

Пропорциональность между массой и энергией имеется еще 
и при условии, если считать, что в результате движения масса

'т 0возрастает и становится равной -у===-
у  1  —



70 РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ФОРМА ВОЛНОВОЙ МЕХА

„Кинетической энергией11 частицы, обладающей скоростью 3с. 
можно назвать количество

V 1 - ?
тпс

" ( у 1  — р2
(3)

которое представляет возрастание энергии в результате движения.
Предыдущие формулы действительны в отсутствии поля. Если 

частица подвержена действию силового поля с потенциальной 
энергией U (х , у, z, t), то вместо (2) можно написать

т
w ^ 7 7 ? = ? » + u (jc ,J '’ 2r,*) (4)

Если р мало по сравнению с единицей (•п<С\с), то мы получим 
в первом приближении

W -2- m v *  -f l ■ ( х ,  у ,  z ,  t ) Ф).
и, полагая

Е =  W — щ с \  (6 )
мы возвращаемся к классической формуле. Следовательно, Е 
это энергия в понимании классической механики, которая отли­
чается от энергии W релятивистской механики на постоянную 
собственную энергию тйс2.

Количество движения частицы массы т0, обладающей ско­
ростью -V —  (3с, по теории Эйнштейна:

Р =
тп

V i ~ f v

Она равна произведению скорости на массу

(7)

V 1 —
Три составляющие количества движения и количество

т0с I W \угг̂ —гр I =  в отсутствии поля^

представляют 4 составляющих пространственно - временного век­
тора.

Предыдущие формулы должны быть изменены в очень важном 
случае, когда частица с электрическим зарядом е движется
в электромагнитном поле. Известно, что электрическое поле h 
и магнитное поле Н могут быть определены с помощью скаляр­
ного потенциала N  (х, у, z, f) и векторного потенциала к{х ,у ,  z,t) 
из соотношений:

Н =  rot А ; к — - — grad V — 1 д_А
с d t (8)
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Сила, действующая в данном поле на частицу с зарядом г, 
обладающую скоростью v, дается формулой Лоренца:

-v
(9>

Тогда энергия частицы:
ж /~2 +  ( 10>

и количество ее движения:

Р
m0v

п  :j-
. А (х, у, 0 , t)
i"2 -------------с

( 11)

Новое здесь в том, что количество движения, точно так же 
как и энергия, содержит, кроме члена, зависящего от скорости,
также и член, зависящий от поля: вообще количество р движе-

-  Wния не направлено по скорости. Составляющие р и величина
являются все еще компонентами пространственно-временного 
вектора.

Уравнения (10) и (11) дают нам соотношение:

■CV (W-eV)=- - 2  ^ - N r ) S~ '" o * C 2 = r 0  (12>

которое будет играть существенную роль при отыскании реля­
тивистского волнового уравнения в волновой механике.

Если мы решим (12) в отношении W, мы получим:
/

W с I т ■ '+ 1л, у, :
з Aj 

с - f  sV (13)

Второй член этого уравнения может быть обозначен через 
Н (х, у, z, рх, Ру, рг, t) и представляет собой релятивистскую га- 
мильтоновскую функцию. Это иррациональная функция.

2. Релятивистская волновая механика

Чтобы получить волновое уравнение релятивистской волно­
вой механики, кажется вполне естественным действовать, как 
в параграфе 2  главы V, но исходя не из формул классической 
механики, а из формул релятивистской механики. К несчастью, 
здесь сразу же возникает трудность: так как гамильтоновская 
функция, определяемая вторым членом (13), иррациональна, “вы-

h д
2 ni дх и т. д.„ражение, получаемое при замещении рх на
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само иррационально по отношению к ^  и т. д. и не представ­
ляет вполне определенного оператора. СледоватеЗГьно, нельзя 
буквально применить метод параграфа 2  главы V, т. е. считать 
волновым уравнением уравнение

Н (ЦП =  —
1  ’ 2  т4  dt /

Однако, имеется обходной путь, чтобы избежать этой труд­
ности; это пользуясь вместо (13) уравнением (12). Для этого 
заметим, что уже в нерелятивистском методе главы V при пере­
ходе от классического уравнения Н =  Е к волновому уравнению
„ т ~ h dW h дН(*т) =  -гг вообще энергию Е замещаем оператором ^—. ...
Таким образом, вполне естественно и здесь заменить W тем же 
оператором; это тем более логично,что с релятивистской точки 
зрения энергия и количество движения образуют пространственно-

h двременной вектор и, если замещать каждое pi на — тг - —.т - - »
2  п Iо Qi

* h д 1)W должно быть замещено на п - . —̂ .
2 i~idt

Делая эти подстановки в первом члене (12), мы получаем : 
1  / h д тт\- v ' / h
с2 [ 2  n i d i

; V ^ 2
х ,  у ,  z

d . е
2ж1дх +  ~сАх (14)

то-есть рациональный оператор.
Применяя оператор (14) к функции W и приравнивая нулю, 

мы найдем: _
1  / h д
c‘2 \ 2 n i d t V Т -2

Ху У ,  Z

h д . в „ \ 21Т, 
2 *idx~r  с Av' 1

mn' г2 Ч ' (15)

и это уравнение может рассматриваться, как естественное ре­
лятивистское обобщение волнового уравнения в волновой меха­
нике в ее первоначальной форме.

Если мы раскроем уравнение (15), принимая во внимание 
соотношение Лоренца между потенциалами:

4  ^ - M i v A = 0 , (16)

J) Разница обозначений объясняется тем, что
, д д д

д х ’ д у ’ d z ’ dt

суть ковариантные составляющие, в то время как рх ру рв W суть коктрва- 
риантяые составляющие пространственно - временного вектора.
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мы получим
1  <?2 'Г
с2 dt '1

AnizV d ^  4 ~i s A,t <j4'
h с2  dt h x~ z c dx  '

4 k* 
A* V * 2 + ^ ( V l -A *) ¥  =  0 . (17)

По соображениям, которые мы изложим позднее, Дирак счи­
тает это уравнение недостаточным. К тому же мы сразу видим, 
что оно значительно отличается от нерелятивистского уравнения 
с одной важной точки зрения: это диференциальное уравнение 
второго порядка по отношению к времени вместо диференциаль- 
ного уравнения первого порядка.

В важном случае, когда электромагнитное поле равно нулю
(V =  A — 0), уравнение (17) примет вид:

дчг J  d2  ч
с5

4 тс2-То" т,/г2

2 С 2 у (18)

и допускает, как частное решение, плоскую монохроматическую 
волну:

Ч; с  еЧ‘ 1™-'х*-РуУ~Р*] (19)

ибо по (12) мы имеем „ -р /  —pv2 —pz2— тп*с\ Волна (19) имеет
W hчастоту v =  - -  и длину волны ; она соответствует пря­

молинейному равномерному движению частицы, энергия и коли­
чество движения которой точно определены, в то время как 
ее положение совершенно неопределенно. Если сравнить фор­
мулу (19) с формулой (7) главы V, мы увидим, что единственная 
существенная разница, внесенная сюда теорией относительности, 
это замещение полной энергии W энергией Е —W — т0с2 клас­
сической механики.

3. Плотность и поток вероятности, соответствующие 
уравнению (17)

Применение общих принципов, изложенных в главах V и VI, 
к волновому уравнению (17) вызывает большие трудности. В ча­
стности теряет ясный смысл положение, что волновая функция ¥  
должна быть нормированной, ибо с помощью уравнения (17) 
нельзя более доказать, что, если 'Г нормирована в данный 
момент, она затем остается всегда нормированной. Эта трудность, 
как это мы увидим в главе X, обусловливается, главным образом, 
следующим обстоятельством. Так как уравнение (17) второго
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порядка по отношению к времени, то его решение не является 
определенным, когда известна только первоначальная форма 
функции 'А'.

Тем не менее, при помощи уравнения (17) еще возможно 
рассмотрение потока вероятности, который сохраняется во вре­
мени в силу именно волнового уравнения, но плотность этого

(АДпотока выражается в функции не только Д, но так же и
Действительно, возьмем

к
4  я г' т0  с2

<)'Г
dt

d'V
dt mQc--  V 'I Д*

dt ‘

( 20)

P и  ■■ 4 Trim (Д grad 4 * 4 * grad Д)- m0c A ДД* (20')

уравнения, которые определяют распределение и движение фик­
тивного потока вероятности, ибо р и ри действительны. 

Напишем теперь уравнение, сопряженное с (17):
1 (А2 Д*

+
4 тс i  е

к 2  а
X, у, Z

dP
(АД

4 тс i е , 7 д Д
к V dt ~ъ

4  тс2

Хд х +  к- то* (V2 — А2) 4 = 0  (17*)

Помножим (17) на Д* и отнимем (17*), умноженное на Д. 
С одной стороны, мы находим выражения:

с2  dP
f W *
dP 4  г„ V ( Д с)Ч* 4- 'Г  д 4dt dt

которые можно написать:
d_
dt I д. d Д* 4 тс г V ДД*с2 у dt ‘ dt J к с2  

с другой стороны, мы имеем выражения:

^  к с2 dt ’

Д* ДД Ч' ДД*- 4 i £ 
h ~ 2  (а , ч

-г, У, I
<АД (АД**-?Г- +  А * Д ^ Р
dx dx

которые мы можем написать: 
( d

2V, у. Z Г

XjrPl*. 
<Адс 1 V дх

...... (АД \
1

4ici е
к Ал- Д Д*

4 тс(а А* ‘
^  к с dx j
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В общем мы получаем уравнение:
д_
д 1

div

i /.,■*?ч:-2< dt dt
4л / s
Т ? V

'4' grad '1 '* — ’r*grad4; — 4 ~

4 it i s 
h c I f  +  d iv A W o . (21)

ну
Последний член в силу соотношения Лоренца (16) равен

hлю. Помножим на -—:— и учтем (20) и (20'). Получается:4 ^   ̂/гс0

J j . 4 -  d iv  (p it ) (22)

то - есть уравнение, которое выражает сохранение потока1).
Соответственно распределению и движению потока вероят­

ности, связанного с частицей с электрическим зарядом г, мы
можем взять электрическую плотность р е и  плотность тока реи, 
как это мы делали в предыдущей главе в нерелятивистском случае.

Мы представим себе трудности, которые возникают в согла­
совании общих принципов, принятых в главе V, с релятивист­
ской формой (17) волнового уравнения, если поступим таким же 
образом, каким мы доказали принцип интерференций в пара­
графе 5 этой же V главы. Из соображений, изложенных там, 
вытекает, что вероятность, чтобы измерение, сделанное в момент t, 
позволило локализировать частицу в элементе пространства d-, 
есть dx. Этот результат получается без применения какой - 
либо гипотезы об уравнении, которому подчиняется функция 
волны W, и следовательно, оно должно быть действительным 
и здесь. Однако, плотность р потока вероятности, данная соот­
ношением (2 0 ), плотность, выражение которой обусловлено необ­
ходимостью удовлетворить условию сохранения, не приводится 
к ЧНГ*. Таким образом, имеется противоречие между общими 
принципами главы V и релятивистской формой (17) волнового 
уравнения. Именно стремление избежать это противоречие 
и привело Дирака к построению волновой релятивистской меха­
ники частицы на основаниях, отличных от (17).

Ц Казалось бы, что р и р и можно определить, взяв вторые члены (20) 
и (20'), умноженные на какую - нибудь действительную постоянную, но опреде- 
легия (20) и (20') необходимы, если хотят получить в ньютоновом приближении 
выражение р как в этом легко убедиться.



Г л а в а  VIII

Успехи и неудачи волновой механики с одной волно­
вой функцией

1. Вычисление квантованной энергии. Пример водородного
атома

Применяя свои общие принципы, волновая (нерелятивист­
ская) механика определяет энергию стационарных состояний дли 
квантованных систем, вычисляя собственные значения соответ­
ствующего гамильтоновского оператора. Этот новый метод 
квантования, введенный знаменитыми трудами Шредингера1), 
привел в некоторых случаях к нахождению результатов старой 
квантовой теории, а в других случаях он исправил старые ре­
зультаты в смысле большей согласованности с опытом (линей­
ный осциллятор).

Здесь мы напомним лишь квантование водородного атома и* 
как Шредингер, воспользуемся нерелятивистской теорией.

Мы рассмотрим электрон массы т и заряда — е в поле, обра­
зованном неподвижным ядром заряда -\-е.

Напишем уравнение :
Н (а) =  Е а ( 1 )

1  е2обозначая через Н оператор  ̂ -f-/б-*+/>«*[— — ■
Мы получаем:

Да + 8  тс2 т
~ h T а =  0. (2 )

Мы берем полярные координаты г, 6 , у вокруг ядра и пола­
гаем :

а  ( г ,  0, ср) =*= R (г) Y (0, ?). (3
Принимая во внимание форму оператора Лапласа в поляр­

ных координатах, мы имеем :

у 4 _ о -  — ̂  -J____ *___д2у 4-
d r 2 ' г  d r '  г 2 s in* 6 д  ср2 '

1 д ( . , dY\ . 8  тт2 т 
г2 sin G dQ ( Sin6 d 0 / +  ~~hf~ E + ( R Y — 0 (4)

J) См. E. Schrodinger, A b h a n d lu n g en  z u r  W ellen m ech a n ik , J. A. Barth, Leipzig-
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или еще
1 ^ ! ?  I 1
R dr 2 г

У
1

sin2 9

1  dR' 8  * 2  m i  е2\
R dr \ ^  h | Л_Г г ) = 
d2Y , 1 д / . дУ

sin 6 <9 fj у п Эб (5)

Оба члена (5), зависящие один только от радиуса - вектора, 
а другой только от полярных углов, должны быть равны одной 
и той же постоянной /. и тогда мы имеем:

1 д2У 
sin2 0 д'я2

1  д_
sin 9 дВ sin 6

дУ
дЬ +  >-Y =  0 ( 6 )

Можно доказать, что уравнение (6 ) имеет решения конеч­
ные и непрерывные на сфере с единичным радиусом только, 
если:

к =  / (/ -J- 1), где 1 =  0, 1, 2 .. .  (7)
Значения (7) X суть собственные значения уравнения (6 ). 

Собственному значению, определенному определенным целым 
значением /, соответствуют (2 /—}— 1 ) собственных функций (не­
нормированных) :

гИ ш
Yf (9, <р) еш * Р™ (cos 0 ) =  eim * sinm 9 . (1-cos 2 9) (8 )

Функции Yf , это сферические функции Лапласа. Они образуют 
полную систему для переменных © и 9, что уже a posteriori 
доказывает разложение (3).

Установивши это, мы, кроме того, видим, что из (5) выте­
кает, что R должно удовлетворять уравнению:

d 2  R 
dr2

k . 2  dR
г ' r dr

п / .  , В , С
R А-Г - +  Г,

П 1*1-1

А : 8  к2 т Е В 8 тт2/Ие1 с  =  / ( / 4 - 1 )

(9)

(10

Шредингер показал, что все положительные значения Е яв­
ляются собственными значениями (9) и, следовательно, образуют 
сплошной спектр. Но эти собственные положительные значения 
энергии, как в классической механике, соответствуют свободным 
движениям электрона вне атома и здесь нас не интересуют.

Чтобы найти собственные отрицательные значения, введем 
действительную переменную

Р =  2 | ' " к  г =  ~  2тЁ-г ( И )
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Из уравнения (9) очевидно, что при z очень большом R
_  -I-JL

имеет асимптотическую форму е 2, причем решения е 2 дол­
жно быть отброшено, ибо оно бесконечно на бесконечности. 
Итак положим :

о
R — е 2  v  (о). (12)

Подставляя (11) и (12) в (9), мы легко найдем :
d2v . ( 2  \ dv
d ? ' \  р '  Jd?

2  V -  А
/ ( / + 1 ) v — О (13)

Это линейное диференциальное уравнение, имеющее на ко­
нечном расстоянии единственную особую точку р =  0. Тогда 
теория линейных уравнений позволяет легко видеть, что урав­
нение (13) имеет только одно регулярное решение в окрест­
ности точки р =  О, конечное в этой точке, и что это решение 
имеет форму:

v  (р) =  рг+'' (14)

Подставляя (14) в (13), мы находим рекуррентное соотноше­
ние :

[(v -f- / -j- 1) (v -j- 1 у~\~ 2 (v -j-1  -j- 1) — /( / - ( -  1)] а*+1 ;
J3

2 1 -A
/ + 1 a, (15)

Функция R(p) будет равна нулю на бесконечности, если все 
а*— 0, начиная с некоторого определенного ар. По формуле (15) 
для этого необходимо, чтобы:

В
, =  Р +-1 +  1 =  П (п целое > 1 )  (16)

I  у —  А

Откуда, согласно (10): *

2  тг3 т е4 

п2  / ; 2
(17)

Следовательно, волновая нерелятивистская механика дает 
формулу Бора.

Заметим, что здесь имеется вырождение, ибо собственному 
значению Ея, то-есть данному значению п, по (16) соответствуют 
п возможных значений /, именно 0 , 1 , . . .  п — 1  и каждому зна­
чению I соответствуют 2 1-\- 1 сферических функций Yf. Следо­
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вательно, одному собственному значению Е„ соответствуют 
собственные функции а =  RY в числе, равном

П—\
У , (2I +  1) =  2 П {” П - f  п - -- п\

О
Таким образом, все собственные значения кратны, кроме того, 
которое соответствует п =•■ 1 .

Квантовое число I соответствует числу k — 1  старой кванто­
вой теории. Оно может принять значения 0 , 1 , . . .  п — 1 , в то 
время как число k старой теории принимало значения 1 , 2  

Число т зависит от выбора полярной оси, целиком произволь­
ного в отсутствии внешнего поля. Легко доказать, что моменты 
вращения М* Му Ms суть первые интегралы, как это и должно 
быть в силу сферической симметрии кулоновского поля.

Заметим, наконец, что, повторяя вычисления для атома 
с центральным зарядом -f-Ne, ионизированным (N— 1)-кратно, 
мы находим:

Ея — 2 тс2 те 4 N2 
пНг- (18)

откуда можно вывести, как и в прежней теории, утверждение, 
приближающееся к закону Мозели.

2. Тонкая структура и релятивистская волновая механика

Вычисляя возможные значения энергии для водородного 
атома, мы пришли к простому результату Бора. Вполне есте­
ственно теперь задаться здесь вопросом, а можем ли мы, поль­
зуясь релятивистской формой волновой механики, развитой в 
предыдущей главе, найти тонкую структуру Зоммерфельда. Но 
здесь тотчас же возникает затруднение, так как мы не можем 
определить собственных значений гамильтонового оператора, 
ибо мы видели, что в теории предыдущей главы этот оператор 
недостаточно определен. Тем не менее, есть естественный 
(более или менее согласующийся с общими принципами) спо­
соб устранить это затруднение. Действительно, отыскание соб­
ственных значений энергии приводит к отысканию собственных 
частот волнового уравнения. Тогда возьмем релятивистское 
волновое уравнение (17) из последней главы и предположим, 
что 'Г монохроматическая волна, зависящая от времени только

2Д  w  t
множителем е h . Тогда, замечая, что в водородном атоме А—О, 
мы находим :

л т  д- 4 тс2  

¥с* (W — з V)2— W =  О (19)
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В случае водородного атома s 
но, скобки (19) примут вид:

■е и V ; следователь­

н о  с "
Е 4- Y  _  ,Щ2 С4 _  Е2 +  2 т0 с2 Е +

о  рЧ, p i

-h ^ f (H 0 c2 +  E ) - f - 2 (20)

^  w/
так как, по предположению, гГ =  а (г, 0 , <p)eft , мы имеем:

А а + 4 я2 Е2 +  2 т0  с2 Е +  —  (т0  с2 -j— Е) —{—г2
а =  0  (2 1 )

Подставляя сюда опять разложение (3), легко видеть, что 
Y (0, <р) должна быть сферической функцией Лапласа, и что 
R (г) должно удовлетворять уравнению:

d2 R , 2 dR ,
>-2  ' г d r  'd г2

д , В | СА 4----- \-
1 г 1 г- R -- 0 (22)

с обозначениями:

A = i £ “ pE ('1 +  Е
К1

8  ^ т 0  .
2  тлс2 / ’ В h2  ' ' /п0 с2

С — — I 4 и2 е4 

~КЧ* (23)

Выражение С можно также написать:

С — — I ( /+ ь1) +  я2 (234
2  тсе2где а = — есть постоянная тонкой структуры Зоммерфельда.

Из уравнения (22) мы выводим, что R имеет асимптотиче-
_  _?_ ____

скую форму е 2, где р—2 |/Л — А-г и полагая:

R (?) =  е 2 v  (р),
мы получаем посредством подстановки в (2 2 ):

d-v
d р2

2  \ \ d v
----- 1\ К  +
Р I d  р

В
2У А

1 1  +  9р ' р2
=  о

(24)

(25)

Это диференциальное линейное уравнение, имеющее един­
ственную особенность — на конечном расстоянии точку р= 0 . 
По общей теории линейных уравнений, существует два ре-
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шения (25), регулярных по окрестности о —- 0, имеющих форму:

^  (р) = -  рт 2  f*4 ( " о ' / ° )  (2 6 )

Показатель *, (необязательно целый) дается характеристиче­
ским уравнением :

Т (Т'— l) - f  2 тф-С =  т(т Ф~ l) +  j 2  — /(/ ф-1 ) =  0 , (27)
которое можно написать еще гак :

(■f + T > ) , “ ( / J 4 )  *5

Таким образом мы имеем два значения 7 :

т =  - 9 от

(28)

(29)

Мы отбрасываем решение соответствующее знаку —, заме­
чая, что соответствующая функция v (р) будет иметь полюс 
для р — о. Следовательно, мы сохраняем формулу (29) со зна­
ком ф-. Нужно заметить, что даже со знаком 4- она вызывает 
небольшие затруднения, если 1  =  0 , так как она тогда дает 
очень малое отрицательное значение 7  и функция v (р) при 
р 0 -бесконечна (правда, очень малого порядка). Мы усло­

жнимся пренебрегать этим затруднением, которое мы встретим 
снова в теории Дирака, потому что функция т>(р), хотя и бес­
конечна при р =  0 , однако является квадратично суммируемой.

Если мы введем форму (26) в (25), мы получим рекуррентное 
соотношение:

[(V +  7 +  1 ) ( v +  t) +  2 ( v - H  +  1) +  C ]« ,+1 =
В

2 1  : - л
а,. (30)

Функция R будет равна нулю на бесконечности, если все щ 
выше определенного ар равны нулю. Это получится, если мы 
имеем :

Р +  Т+ 1

В
2]4— д (31)

Подставляя в (31) значения А, В и 7 , мы находим:

а

p+D+i (32)

6-01278
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откуда

1

Р г-9-

легко получить:

и -

2  Е /
Н - 2а- т0  с- \

)+ \ Л 1+ !)-*•

о» __ Е „ 
т, с-

по единице к обоим членам и бер

Е

(33)

i
р Л- о + 1 --V-UI - * '

(3()

Это формула, аналогичная прежней формуле Зоммерфельда 
(формула (38) главы I), но где целые числа я, и пх соответст­
венно заменены на

1

1 + \

Если мы определим главное квантовое число я при помощи 
соотношения

» = (/>+ ф) + 1 ‘ +  ) ) Р +  1-1~1 (35)
и если мы разложим (34) по степеням а2, пренебрегая членами 
порядка выше второго, мы получим приближенную формулу

Ё nl — R h 
га2

я 3
4 (36)

R - постоянная Ридберга. Формулу (36) следует сравнить с фор­
мулой (41) главы I.

Проделав то же самое вычисление для атома с номером N, 
ионизированного (N — 1)-кратно, вместо (36), мы находим:

Е П 1 =  — R h. N2 

я2
1  +

a2 N2 

я2

/ я 3_
4 (37)

формулу, аналогичную формуле (44) главы I.
^  В случае X-лучей, ограничиваясь грубым рассмотрением 
внутренних электронов, как образующих электростатический 
экран, мы получаем

Е„; = R A (N — z„i) 
я2

(N_— zni) /  я 

^ .. ( ‘ + Y

(38)



НИКИ С ОДНОЙ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИЕЙ 83

и эту формулу, дающую тонкую структуру спектральных тер­
мов X, нужно сравнить с прежней формулой (9) главы III.

К сожалению, согласованности прежних формул Зоммерфель- 
да с опытными данными здесь не наблюдается. Возьмем, напри­
мер, дублеты серии Бальмера. Линия из серии Бальмера, в при­
митивной схеме Бора, возникает во время перехода атома Н из 
первоначального состояния энергии Е* в конечное состояние, 
характеризующееся п — 2. По Зоммерфельду, квантовому числу 
п =  2  соответствуют два возможных значения азимутального 
квантового числа к 1 и к =  2. Отсюда вытекает тонкая струк­
тура каждой линии, которая в действительности является дуб­
летом с расщеплением дублета по частоте, которое, согласно 
формуле (40) главы I, равно

1 (Е2 2 Е21): Ra2

0  4
Ra- 
16 1

0,36 см-j (39)

Это число, хотя и несколько большое, достаточно хорошо 
сходится с опытными данными. С нашей новой формулой (36) 
мы должны двум соответствующи.м уровням дублетов Баль­
мера приписать квантовые числа п - -  2 , 1  =  0  и п — 2 , / — 1  и 
мы находим :

R а2 / 2 2 \  R а2 8

fjV — 24 j 1 " 3 ) “  16 ' 3
\  2 2 /

(40)

Следовательно, мы находим прежнего числа, которое уже
само было слишком большим!

Точно также и для лучей X мы найдем при помощи фор­
мулы (38) слишком большое число для расщепления дублера 
Зоммерфельда.

Кроме того, здесь все еще остается уже упоминавшееся за­
труднение : определено, по крайней мере, для лучей X, что соот­
ветственные уровни тонкой структуры Зоммерфельда имеют то 
же квантовое число к (то - есть то же число 1 -=к - 1 ) и разли­
чаются квантовым числом /, которым предыдущая теория пре­
небрегает совершенно.

Таким образом, релятивистская волновая механика, изложен­
ная в предыдущей главе, оказывается недостаточной, так как, 
не устраняя прежних трудностей, она, напротив, вводит новые.

I
3. Волновая механика с одной волновой функцией и эффект

Зеемана

Теперь мы покажем, что примитивная волновая механика 
(с одной волновой функцией) не может дать объяснения анома­
лиям эффекта Зеемана.
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Рассмотрим атом, находящийся в однородном магнитном по­
ле Н. Возьмем направление поля за ось 2 : тогда мы можем 
написать векторный потенциал поля Н в форме:

Му , НаЛ. = А , А* О (41)

гак как соотношение Н =  rot А дает НЛ =  Н,, =  0 и Нг — Н. 
В'таком случае релятивистское волновое уравнение (17) по­
следней главы примет вид (г = — е) :

д щ _  ^ 4 * /  е . d V _
съ дР ^  h с2 д t ' 2 j  h с х д х

4 тс2 (V2 А2) О (42)

Мы докажем, далее, следующую теорему, которая является 
ничем иным, как перенесением в волновую механику классиче­
ской теоремы Лармора, изложенной в главе IV, параграфа 2 = 

Теорема: „Если поле Н достаточно слабо и если пренебре­
гать поправками теории относительности, волновое уравнение 
атома, выраженное в системе координат, которая вращается 
вокруг направления поля Н с угловой скоростью:

1 е Н
2  т0с (43)

такое же, как если бы система координат не вращалась и поле Н 
не существовало".

Согласно нашим предположениям, мы считаем Н малым иО
вовсе пренебрегаем Н2. Точно также мы предполагаем т)= ------

т0  с*
малым (ньютоново приближение) и пренебрегаем т)2. Наконец, 
мы пренебрегаем произведением v] Н.

Мы берем систему прямых осей o x y z  с осью oz  в каче­
стве цилиндрической оси. Определим цилиндрические коорди­
наты 2 , р, ф при помощи обычных формул

X  р COS о  JA =  р s Г П 9  2 = 2

Тогда, благодаря (41), мы имеем:
е ЛП д д'Т 2 * П И |  <НГ (НГ

(44 )
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и уравнение (42), пренебрегая А2, мы напишем в цилиндриче­
ских координатах в виде:

da_5 
dz 2

d2 4' , 1 d4' 1 d24  1 d2 4' i4_Kifi’Vd,r
~d~f ~г  7  d р ' р2 d ? 2 с2 d£2""' Л с2 d/

2iti « d 4' _  4 тс2 

/г с d s h2

е2 V 
с2

4'. (46)

Возьмем теперь систему цилиндрических координат г', р , 9  , 
которая вращается вокруг oz  с угловой скоростью (43). Мы 
имеем:

ot t' —-t (47)

и следовательно (пренебрегая о2):

d
Tz

д d d d d d d d
dz' ’ do " d? ’ d 9 ~  d 9 ' ’ dt~~ dt' — 0  —-d cp

d2 d2

d 1 2 "" d~̂
0

2 2 0 dv'dt' (470

Тогда уравнение (46) в штрихованных переменных примет вид:

()- Ч’
dz ' 2

, d24 1 d 4' , 1  d-'4 ’ 1 d2 4' , 4 те г eV
“r" d p'sГ + [/ d P' + p' 2 d 'f' 2 ca' dT 2 ■+■ h c2

, 2  0 d2 4' 4 - i eV d4T 2 тЛ e u d 4'
+  7 2 d cp'd t ’ h- 7 2  0 d®' ---- Hh c (F?

4 те2 / 9 9 e2  V2\ ..
w  h2

m0l c2 —
1

1:’

d tР +

(48)

или, принимая
2 о d2 4'
~с* д <?' d f —

во внимание (43) и пренебрегая о V|, мы
2 о а 1 2 тег 
с
\о д Г2 те, 
с2 d ®' /г /п0 с2 ( 1  +  т() 4'

2  те i <? d 4;
Т 7

имеем:

(49)

2  о d2WВыражение ^ ,^-р  в принятом приближении компенсирует
последнее выражение в нервом члене (48). Поскольку 
в ньютоновом приближении потенциальная энергия должна 
рассматриваться, как очень малая по сравнению с внутрен-

4 те i е V d 4’ней энергией т0  с-, выражение — ^  о ничтожно по

4 те i > е V d 4’сравнению с выражением —̂ .
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В конце концов, уравнение (48) приводится к виду:
д2  Ч' д2  Ч' 1  д Ч'
с) ~ +  о?" ' :/  д у  ' 

4 tz i eV dW 4 к2

d t ,== ' ¥

1  d2 4‘ 1 <?*'!■
р'*ЗУ* c2  d t ' 2

m, e2 V2 \ 4' (50)

Это уравнение точно такое же, как если бы штрихованная 
система не вращалась и поле Н не существовало. Следователь­
но, теорема Лармора доказана.

Сейчас мы отыщем нормальный эффект Зеемана. Действитель­
но, в отсутствии внешнего магнитного поля стационарное состо­
яние, характеризуемое двумя квантовыми числами п и / и энер­
гией в неподвижной системе z , р, з определяется волновой 
функцией формы:

С-' (т„ с-+ b:°nl)t
Ч (г, р, v,ty — F(p, z)e im? е h (51)

причем т — целое положительное или отрицательное число. 
В силу доказанной выше теоремы функция Ч’ в присутствии 
ноля Н будет иметь ту же форму в системе г', р', Следо­
вательно, мы будем иметь:

Ч:' (z' t') =  F (o', z') eim’f' 2r\l + Eani)t’
e h (52)

В силу (47) волновая функция выразится в неподвижной 
системе:

4' (р, г, t) =■ F (р, z) е л"<? Qt)
(т„ с- +  Е»n l ) t

=  F (р, z) е е h v 1 2* ' (5 3 )
Тогда энергия Е" атома в неподвижной системе в присут­

ствии поля Н есть:

Ен =  F0 •ш Lnl
т ho e h Н-/и —  = Е ° —w . —-

2  77 \ът0с (54)

Таким образом, спектральные термы изменяются на величины 
еНкратные ^-~п с и линия частоты V

V =  T (E^ ' - E^
в присутствии поля имеет частоту

v-f (т — т') ---е Н
тпс
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Достаточно применить правило отбора о/н - -0, +  1, которое мы 
докажем несколько далее, чтобы найти нормальный эффект Зее­
мана, но в этой теории нет и следа аномалий и множителя 
Ланде. Следовательно, волновая механика с одной волновой 
функцией дает не больше, чем классическая теория или преж­
няя квантовая теория. ’ ,

По классической электродинамике, когда распределение 
электричества находится в неравномерном движении, имеется 
электромагнитное излучение. Если о(дг, у, z, t) есть плотность 
распределения, интенсивность происходящего излучения опре­
деляется в первом приближении электрическим моментом, то- —
есть вектором т с прямоугольными составляющими:

‘ Если предположить количества (55) разложенными в ряд 
Фурье в форме:

энергия, испускаемая в секунду при излучении частоты v,-, элек­
трические колебания которого параллельны оси х, равна

Таким образом, знание электрического момента распределе­
ния, позволяет предвидеть частоту,- поляризацию и интенсивность 
происходящего излучения.

По классическим воззрениям, излучение происходит непре­
рывно и излучаемая энергия заимствуется у движения электри­
ческого потока, движения, которое, следовательно, угасает.В кван­
товой теории это положение вещей совершенно иное. Излучение 
происходит в форме кванта hv во время перехода из одного кван­
тованного состояния в другое. Чтобы выразить интенсивность 
радиации совокупности излучающих атомов, нужно рассуждать 
статистически, то-есть: если Nn есть число атомов в состоя­
нии с энергией Е„, есть определенная вероятность Рnmdt, 
что один из этих атомов переходит в состояние с энер­
гией Еда за время dt и излучаемая за секунду энергия будет

4. „Правила отбора" в волновой механике

(55)

inх =  C f+  V  т[х cos (2 ъ V; 14 -  si), (56)

б 4 тг*
3V v*w-
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(предполагая N,t достаточно большим, чтобы пренебречь его 
убыванием):

N„ Рпт (Еп Ете) =  N Ри т h vnm . (п 7)
Задача заключается в том, чтобы выразить Р,ш. Для этого 

Бор исходил из очень удачной идеи о соответствии. Он принял, 
что для очень близких стационарных состояний, которые соот­
ветствуют большим значениям квантовых чисел, должны быть 
асимптотически верны классические законы, и таким образом 
ему удалось сформулировать некоторые правила для предвиде­
ния интенсивности и поляризации. Развитие новой механики 
позволило уточнить правила, предсказанные Бором.

Чтобы объяснить, как удалось прийти к новым правилам 
нахождения интенсивности и поляризации, мы начнем рассуж­
дать, как это делал сначала Шредингер. Возьмем атомную си­
стему с одним электроном, волновая функция которой пусть

'Б =  2  Сп йп (■*> У> z) е Т  EHt ■ (58)
U

Мы видели, что с ней можно связать среднее распределение 
электричества, определяемое плотностью 8 =  — е ¥  'F*. Соответ­
ствующий электрический момент есть

тх =  - - *? J J J x  Ш *  dx =
2 ni

-  consH -2  (— *)* » * „* Ш Ш п dx eT<Bn~Em)t (59)пт
и т. д. Следовательно интеграл, который фигурирует в послед­
нем члене (59), есть матричный элемент с индексами тп  опера­
тора х  в системе щ. Если мы обозначим его через Хтп, мы мо­
жем (59) написать в виде

ffla: == COnst -j— 2 * | С-п |" 1 Cm | ‘ | Х»ип|-
п ,т

COS 2 те (60)

Частоты, которые появляются при разложении (60), в точно­
сти представляют частоты чтп =  Бора. В таком случае
вполне естественно предположить, что совокупность атомов, 
находясь в состоянии, определяемом волновой функцией (58), 
излучает линию частоты vTO„ с интенсивностью, пропорциональ­
ной Чтп | Хтп |2.

Но, как мы видели, тот факт, что радиация испускается кван­
тами, связанными с переходами между стационарными состоя­
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ниями, обязывает нас отмежеваться от классического представле­
ния электрического распределения с плотностью е которая 
будет излучать одновременно и непрерывно все частоты Бора. 
Мы принуждены, согласно самому смыслу новой механики, при­
нять чисто статистическую формулировку. Вот формулировка 
которую мы должны принять, чтобы избежать всяких противо­
речий: „Пусть имеем совокупность идентичных атомов, для ко­
торых имеются собственные функции а» гамильтоновского опе­
ратора и, следовательно, матричные элементы формы

Xjbti =  J* X • ССп dx.

Предположим, что в этой совокупности было N« атомов'в"со- 
стоянии с энергией Еп. Количество энергии, испускаемое совокуп­
ностью атомов в секунду в форме излучения частоты v,m=  
имеющей электрические колебания параллельно оси х, равно

м 6 4 7 : 4  Nn 3 cg- v, Хи

Сравнивая с (57), мы видим, что вероятность [ Pnraj х перехо­
дов, обусловливающих рассматриваемое излучение, дается:

Рпт х
6 4  тс4 ' > n  J  |

3 с 3  А "  I х (61)

Таким образом, это вероятность перехода за единицу Вре­
мени для атома из состояния Е» в состояние Ет с излучением, 
колебания которого предполагаются параллельными оси х. 
В том случае, когда для обоих состояний Еи и Еш все 
три вероятности [Р ю » )ж  [Рпт ] у И [Р п т  ]я  одновременно равны нулю, 
испускания радиации частоты v„„, фактически не происходит. 
Доказано, что это справедливо для всех переходов, которые не 
удовлетворяют одновременно соотношениям

8 / = + 1  8w =  Ĵ _ 1 (62)

Таким образом, волновая механика позволяет доказать пра­
вила отбора для квантовых чисел I и т. Вполне понятно, она
не может доказать третьего правила отбора 8 у =  ( , которое

( ± 1
мы уже встречали, поскольку она пренебрегает числом у. Мы 
увидим, что теория Дирака позволяет найти совокупность всех 
грех правил отбора.



ЧАСТЬ ВТОРАЯ
ТЕОРИЯ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ МАГНИТНОГО ЭЛЕКТРОНА 

ДИРАКА. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ

Г л ава  IX

Теория Паули

1. Вращение электрона и поляризация света

Мы уже видели, что волновая механика в ее первоначальной 
форме не разрешила ни одной из трудностей и что это привело 
к утверждению существования у электронов собственного маг­
нетизма. Таким образом, стало очевидным, что волновая меха­
ника оставалась неполной, поскольку она не содержала ни од­
ного элемента, соответствующего этому собственному магне­
тизму. Но идея магнитного вращающегося электрона не может 
развиться в новой теории таю же легко, как в прежних. Оста­
ваясь в рамках классических концепций, Уленбек и Гаудсмит 
представляли электрон, как небольшой шар отрицательного элек-

1 hтричества во вращении, с вращательным моментом, равным 0

и магнитным моментом вдоль той же самой оси, равным магне- 
& hгону Бора -г-̂ ----- . Но в волновой механике оказывается невоз-Д тп о с

можным такое представление и всегда приходится вводить тер­
мин вероятностей.

Чтобы представить себе, каким образом должна ставиться 
проблема, нужно рассуждать так, как это делается при опреде­
лении поляризации кванта света. Рассмотрим пучек света, по­
ляризованного прямолинейно, который распространяется в на­
правлении oz.

Пусть ох и оу две оси перпендикулярные oz. Световой век­
тор, нормальный к oz, имеет .форму:

rt0sin 2 itv ^ —

и он имеет составляющие ох и оу, амплитуды которых даны 
формулами:

ах - а0 cos 9 а у а0  sin О ( 1 )
если мы назовем 6  угол этого вектора с ох. Интенсивность 
пучка есть а0'\ Если мы поместим на траектории пучка николь, 
который пропускает только колебания, параллельные ох, вектор
света за николем сводится к a®'sin 2  it v а интенсив-
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ность есть а0~ cos2 6 . Если затем мы повернем николь на 90°, 
световой вектор в колебании за николем параллелен оу и равен

а интенсивность есть а 02 sin 9. Как же нужно объяснить все это, 
если принять существование фотонов? Если мы припишем поля­
ризацию каждому фотону отдельно, то причинное описание фе-- 
номена становится невозможным. Действительно, так как в не­
котором смысле невозможно приписать первоначальному фотону 
поляризацию, определяемую световым вектором первоначальной 
волны, мы не видим, каким образом можно объяснить, почему 
некоторые фотоны не проходят через николь, в то время как 
другие его проходят, принимая поляризацию, направленную, на­
пример, по ох. Принимая точку зрения новой механики, мы долж­
ны считать, что первоначальному фотону нельзя приписывать 
определенной поляризации, а что нужно только определить с по­
мощью световой волны вероятность, что фотон, проходя николь, 
оказывается имеющим поляризацию параллельно ох: эта веро­
ятность есть cos2 9. Можно сказать, что фотон перед прохожде­
нием николя имеет вероятность cos2 9 оказаться поляризованным 
параллельно ох и вероятность sin2 9 оказаться поляризованным 
параллельно оу.

Вернемся теперь к спину электрона. Гипотеза магнитного 
вращающегося электрона приводит к приписыванию электронам 
двух величин, направленных параллельно друг другу,—-собствен­
ного магнитного момента и собственного момента вращения. 
В то время как для фотона поляризация определяется направле­
нием, лишенным знака, вектор спина для электрона имеет на­
правление и знак. Но еще в меньшей мере, чем приписать фо­
тону определенную поляризацию, в теории магнитного электрона, 
соответствующей общим принципам новой механики, мы не 
должны приписывать отдельному электрону определенного спина. 
Единственная вещь, о которой мы можем говорить, это веро­
ятность, что опыт, позволяющий определить направление спина 
электрона, дает тот или иной результат. Именно на этой суще­
ственной идее Паули и основал первую попытку создать теорию 
магнитного электрона в рамках волновой механики. Мы должны 
несколько остановиться на этой попытке, поскольку она при­
вела Дирака к развитию его более полной теории.

Паули1) сделал первую попытку четко поставить проблему 
магнитного электрона в рамках общих понятий новой механики. 

Если мы рассмотрим систему прямоугольных осей, всякий

2. Теория Паули

9 Zeitschrift fur Physlk, 43 (1927), стр. 601,
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опыт, позволяющий приписать некоторое значение составляющей 
собственного момента вращения электрона вдоль oz, даст в резуль­
тате согласно концепций Уленбека и Гаудс.мита или -f- 2  ' 9 ^ илн

- - ^ ^  . Тогда вполне естественно предположить, что мы должны
приписать электрону не одну функцию Ч', а две функции Чд (.x y z t ) 
и 4\{xyz t ) ,  таким образом, что |Ч''1|2оОс dy dz измеряет веро­
ятность, что в момент t координаты электрона будут заклю­
чаться в интервале dx dy dz и что составляющая г его мо-

1  hмента вращения будет - • .уд ■ тогда как 14'щ2dxdy dz из­
меряет вероятность, что в момент t координаты будут заклю­
чаться в интервале dx dy dz, причем составляющая z момента
вращения б у д е т Т а к и м  образом Паули ввел идею,
что для учета магнетизма электрона нужно увеличить число 
функций Ч*. Естественно, условием нормировки здесь будет:

J 7 l dy d z ^ \  (2 )
Паули отыскал уравнения распространения, определяя две 

функции 'Г. Для этого он понрежнему исходил из гамильто- 
новской функции, но учитывал магнитный момент электрона. 

Если мы обозначим через sxs v s~ составляющие единичного
вектора s в направлении спина электрона, магнитный момент есть

eh
4г.т0с ■s

Тогда гамильтонова функция в постоянном поле будет формы 
Н (х, у, z, рх, ру, vz, sx, sy, se) и количества sx sy sz, как это легко 
видеть, будут фигурировать там линейно. Теперь метод, кото­
рый позволяет волновой механике получить уравнение распро­
странения, заключается в том, чтобы заместить рхрург на опе- 

h д -
раторы — d~~ J ’ fix и т' д' и написатЬ:

Н х, у, z, h д h д 
2  я г дх' 2 ni ду'

h д
2  ~ i 'd~z ’Sx’Sv'Sl >Е - : Е Ч-

( 3 )
Едля монохроматических волн частоты Но нам нужны два урав­

нения для двух Ч;. Руководствуясь общими соображениями, ко­
торые я обхожу молчанием, Паули предложил заместить состав­
ляющие sx, Sy и sz соответственно тремя эрмитовыми матрицами 
из двух строк и двух столбцов:
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S, 0 1

1 О
: О
! + * о

s. -И
О

0
1

(4)

Здесь более подходит следующее определение: если А есть 
матрица из двух строк и двух столбцов, операция A Ч' опреде­
ляется соотношением:

АЧ-, =  V  aik 'Г, (i, к ==1,2) (5)jiadk1
естественное обобщение формул, которые мы уже встречали 
в отношении матриц. В частности, применение соотношения (5) 
к матрицам Sj s 2 s3 дает:

Si S, Ч- 2 =  'i',; s„ Ч*! =  - -г W2; s, Ч’ 2 =  i Ч-\;
S3 =  Ч',; s3 Ч'2 =  -  Ч"2. (6)

Таким образом, Паули замещает уравнение (3) двумя уравнениями: 
h e )  h д h д 

2 иг д х ’ 2* id у ’ 2 * i d z ‘Н х, V, z, Ч\ -  ЕЧ\

1\{ X, у, Z, /г д h д h д
2*1 дх  ’' 2 * i ду  ’ '  2  -  i d z ’ Sv S‘’’ S:) ) 2 ~  E 4  »

(7)
Это два уравнения, которым должны удовлетворять функции

1 Г 1 и Ч'2.
Но изложенная выше теория заставляет играть особую роль 

ось oz, потому что волновые функции Ч-'j и Ч' 3 дают вероятно­
сти двух значений, возможных для составляющей спина, парал­
лельной oz. Если мы хотим получить вероятности, чтобы со­
ставляющая момента вращения, параллельная какой-нибудь дру­
гой оси OZ, оказалась равной ^ h

2* или 1 h ,
2 ' 2* НУЖ Н 0  бРать

другую систему прямоугольных осей OXYZ, в которых OZ бу­
дет третьей осью, и вычислить в этой системе две волновые 
функции Ф1 (X, Y, Z) и Ф2 (Х, Y, Z), квадраты модулей которых 
дадут искомые вероятности и, естественно, поскольку система 
осей OXYZ физически ничем не отличается от системы oxyz ,  
функции Ф должны подчиняться следующим уравнениям:

Н X, Y, Z, h д 
2 rj.d X

h д 
2*1 д Y

Н(Х, Y, Z,- h д 
2*1 дК’

h д 
2*i д 7. , Sj, So#

)Ф ] = Е Ф 1

h
2 * 1 d Y ’ 

Ф, =  Е Ф., (8)
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Положение осей OXYZ но отношению осей oxyz может быть 
определено следующим образом. Заменим х, у, z, X, Y, Z на 
xv xv x:j, Х1} X„, X3 и мы имеем формулы преобразования в виде:

X,; =  ^  О ц X j  (9)

причем Оц — элементы действительной и ортогональной матрицы 
(^Oij  °ik =  Ojk)- В общем матрица О определяет переход первой
системы осей во вторую. Если матрица известна, то как можно 
выразить функции Ф с помощью функции W? Такой вопрос по­
ставил себе Паули и разрешил его. Если мы будем исходить из 
уравнений (7) и если заменим xyz, как функции от XYZ, по­
средством формул обратных (9), мы получаем, как мы это до­
кажем несколько позднее для частного случая, уравнения:

Н X, Y, Z, А _д_ 
2 тт i d X

h д
’ 2 -г О У ’

h_  д 
2 тс i д Z %  Sa> S, 4-’1 (X>Y,Z) =  E4ri (X,Y,Z) ( 10)

Н X, Y, Z, — h
2  тЛ

d h 0 
d~X r '~2^Td~T’

h d 
2 it i d Z Sj, Ss, S3 ЧГ2 (X, Y, Z) =  E 'I a (X, Y, Z).

Оператор H уравнений (10) определяется следующим обра­
зом: пишут классическую функцию Гамильтона

Н (X, Y, Z, рх, ръ pz, sx, sY, Sz)
в системе XYZ, функцию, в которой фигурируют составляю­
щие sx, sy и sz единичного вектора, направленного соответ­
ственно собственному магнитному моменту электрона; затем 
в этом выражении заменяют, с одной стороны, рх рч рг на 

h д— рг . ту- -и т. д., а с другой стороны, sx sY sz на эрмитовы ма- 
2  тс i и А

трицы Sx, S2 и S3, определяемые соотношениями:

S* ^  Sj (1 1 )
j

исходя из s , определяемых (4). Таким образом, в полученном 
операторе Н S,- всегда фигурируют линейно. Наконец, в-форму­
лах (1 0 ) функции ЧГДХ, Y, Z)h 1Г2 (Х, Y, Z) получаются из ^ ^ у ,  z) 
и Т' 2 {x,y,z), замещая x y z  на их выражения через X, Y,Z.

Паули далее показал, и мы позднее увидим аналогичное до­
казательство в теории Дирака1), что ̂ всегда существует унитао-

х) См. главу XI, параграф 2.
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пая матрица А с двумя строками и двумя столбцами, такая, что
S; А  1 S; А ( Л - 1 — Л + )  г — 1,2,  3 (12) '

Иначе говоря, существует каноническое преобразование, 
обусловливающее переход каждой из s в соответствующую S,-. 
Матрице Л соответствует операция, определяемая формулой (5), 
и, применяя это действие к двум членам уравнения ( 1 0 ), мы по­
лучаем

ЛИ X, Y, Z, h д 
- i d  X

h д 
2 - i  () Y ’

h
2 - i dd Z  , s v s s, s A ' \ \  =  E \  ^ (13)

A H X, Y, Z h h 
2 - i  d X

h . d 
2 я i ’ d Y ’

h d 
2 - 7  dZ , s lt s2, Ss )'Г E Л 4\,

причем »Г выражено через XYZ. Поскольку S,- фигурируют в II 
линейно, АН содержит линейно выражения AS,-, равные по
(12) S,- А; поскольку, далее, А коммутирует с X d

d X И Ti. д., мы
имеем:

ЛН(...)''Г1==Н X, Y, Z, — h d 
2 it i dX

h d 
2 - i  d Y’ ’

h d
“ 2* i d~Z -s” s^ s 3

Л Чу =  E А 4', (14)

и аналогичное уравнение для W2. Сравнивая с (8 ),- мы видим, что: 

Ф„ (X, Y, Z) =  А Ч\ (X, Y, Z); Ф3 (X, Y, Z) Л Чд (X, Y, Z). (15)
Эти формулы (15) показывают нам, как волновые функции Ф 

выводятся из волновых функций Ч1-, ибо в каждом отдельном 
случае при известной матрице О можно найти матрицу А. В сле­
дующем параграфе мы дадим этому конкретный пример.

Вполне понятно, что при унитарной'А сумма | Ф, j2 -f- j Ф, 2 

равна j'Fjl2 -{-; Ч'А j2, а это выражает тот факт, что полная веро­
ятность обеих возможностей для направления момента враще­
ния всегда есть единица.

3. Пример применения предыдущей теории
Чтобы иллюстрировать теорию предыдущего параграфа, по­

лезно рассмотреть очень простой пример, развитый самим Паули:
пример покоящегося электрона в магнитном поле Н. Возьмем
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систему осей oxyz такую, чтобы положительное направление
oz совпадало с направлением Н. Тогда мы имеем Н* =  Н_у — О,

ehНг =  Н. При введении магнетона Бора р.0 =  -г— -  гамильтоно-
~г ТС //Zq С

ва функция1) примет вид |j.0 s*H, и мы имеем для уравнений (7);
;х0 s3 Н 'Ft =  Е '1’х а ^ з Н ’̂ - Е 'Г ,  (16)

или по (6 ):
[*0 НФ, =  Е Ч-j -р.0 Н 'У2 =  Е F, (16биС)

Эта система имеет решение только для Е =  + р.0 Н. Поскольку 
| 'Fj j2 -j- j ^'2 1 2 =  1 , мы имеем:

для Е — [а0 Н: 'Fj — е*г W2 =  О
для Е — — [i0 Н: 4^ =  0 Ф2 =  <?й. (17)

Таким образом, для Е =  р.0Н магнитная ось электрона опре­
деленно направлена к положительным Z, а для Е =  — р.0 Н она 
определенно направлена к отрицательным Z. Это результаты, 
которых и следовало ожидать.

Возьмем теперь вторую систему осей OXYZ такую, чтобы
ось OZ с полем Н образовывала угол 9. Тогда классическая 
гамильтонова функция есть

Fo (s • Н) =  ц0 (sx Нх +  Sy HY +  Sz Hz)
и волновые функции Фх и Ф2 суть решения, по (8 ), уравнений:

Fo [Нх sx -j- Ну s2 4- Hz s3] Ф1 =  E Фр
l*o [Hx s, +  Ну s2 +  Hz ss] Ф =  E Ф2, (18)

а это дает:
f*o [(Нх — i Ну) Ф2 +  Hz Фх] =  Е Ф! ;
Fo [(Нх — i  Ну) Фх — Hz Ф2] =  Е  Ф2 (19)

Для того, чтобы эти два уравнения, однородные по Ф;, были 
совместимы, нужно, чтобы:

| н-о Hz Е F0 (Нх — i HY) j
I 1*0(Ну +  Шу) - fx 0 Hz- E

то-есть
Е =  ±  Fo V  Н ?  +  Н?-+ Н ?  =  + 1*0 Н.

Следовательно, здесь нужно различать два случая 
Первый случай: Е =  ц0 Н.
Тогда мы имеем:

(20)

(21)

Ф2

Ф:
Н — Hz 

Нх — /Ну
Н — Hz

Н хЧ -JV
(Нх — / Ну) =  ^ 77-^ - • Нр е4' (22)

9 В этом параграфе буква Н больше уже не обозначает гамильтонового 
оператора, а величину магнитного поля.
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полагая а — arctgpj^- и обозначая через Нр составляющую Н, 
нормальную к ОZ. Следовательно, мы имеем также:

Ф? _  11(1 cos 6) и 6 
Ф1 Н sin б ® 2 6 (23)

Поскольку | Фх I2 + 1 Ф21'2 — 1, мы должны иметь:

+  tg2

е
~2

cos' Ф212: sinz (24)

Так как аргументы произвольны, мы можем положить:

Фх =  cos-g- е Ф3 =  i sin —  е

Второй случай-. Е =  — [л0Н.
Тогда мы имеем:

Ф., _  Н 4- Нх 
Фх " Нх — i Ну

Н +  Нх ы 1 cos б и 
Нр — sin б е ~ -ctg~2~ e ‘

и затем:

Ф, |ч- 1
1 +  ctg2

sin2 ~  ; | Фа |2 =  cos2 у

а это позволяет положить

. . . 6 ~2
Фх = 1  sin 2 " е Ф2 =  cos е

(25)

(26)

(27)

(28)

Полученные таким образом результаты означают, например, 
если первый опыт нам показывает, что магнитный момент элек­
трона направлен по полю так, что энергия есть р0Н, то веро­
ятность, что при втором опыте магнитный момент окажется на­
правленным по OZ, есть cos2 2 ".

В разобранном здесь простом примере легко вычислить уни­
тарные матрицы А Паули. Сравним функции W (17) (беря здесь
7--01278
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для упрощения нули для произвольных аргументов у и 3) с функ­
циями Ф (25) и (28). Мы видим, что унитарная матрица Л равна:

Элементы Л у, которые представляют частные случаи пара­
метров Кейли-Клейна, удовлетворяют соотношению:

следовательно Л унитарна. Форма Л, кроме того, может быть 
предвидена на основании рассуждений Паули.

Мы дали только схему теории Паули; в действительности 
эта теория совершенно недостаточна. Кроме того, она не согла­
суется с теорией относительности: она предусматривает только 
изменения пространственных координат и не предусматривает 
преобразований пространственно-временных координат в реляти­
вистском смысле. Кроме того, она не дает возможности правиль­
но предвидеть водородный спектр.

В силу этих соображений мы ее больше рассматривать не 
будем, но мы должны заметить, что она ввела следующие суще­
ственные идеи: J

1. Магнетизм электрона соответствует существованию несколь­
ких функций '1. ■

О  ̂ 2 cos 2 ' • е Ь -■1 i sin  ̂ • е
Л (29)

. О г'~ i sin — е cos е6 J —

(30)
Мы легко находим

(31)

откуда выводим

(32)

4. Недостаточность теории Паули

2. Волновые функции 4 должны позволить определить вепоГПГП, ДПЧМПМГЦиУ ЛПпйттггог,,,.0, --- -------- ... _ г У
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Дарвин1) сделал другую попытку ввести магнетизм электрона 
в волновую механику способов, вполне соответствующим, прин­
ципу относительности: он пытался определить четыре функци '1 , 
которые будут составляющими пространственно-временного век­
тора. Попытка его не удалась и он затем сам присоединился к теории 
Дирака, где точно также фигурируют четыре функции '1, но они не 
являются составляющими пространственно-временного вектора.

\

/ *)

*) Proceedings of  the Royal Society, A, 116 (1927) стр. 227.
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Теория Дирака

1. Обзор прежних результатов

Для того, чтобы ввести в уравнения волновой механики идею 
собственного магнетизма и вращения электрона, Дирак исходил 
из более общих соображений, чем Паули. Он принял, что урав­
нения волновой механики должны быть согласованы с принци­
пом относительности, но он возражал против того способа, каким 
это делалось. Чтобы понять его возражения, вспомним сначала 
вкратце, как мы писали уравнения волновой механики с одной 
функцией I 1'.

Общее волновое уравнение для частицы в нерелятивистской 
волновой механике есть:

причем Н—гамильтоновский оператор. В случае частицы массы т, 
движущейся в поле, характеризуемом потенциалом U (х, у, z, t), 
мы имеем:

Если частица имеет заряд е и движется в электростатическом 
поле с электрическим потенциалом V (х , у, z, t), мы имеем U =  е V 
и (2) примет вид:

В частности, если заряженная частица есть электрон, нужно 
положить в (3): а — — е.

Мы уже видели, что в этой нерелятивистской теории всегда 
положительная величина ЧГЧГ* представляла плотность вероят­
ности и что определенная таким образом полная вероятность 
(равная единице) сохранялась с течением времени. Количество 
з'Г'Г* (для электрона— есть средняя плотность электри­
чества, которая служит для вычисления испускаемого излучения.

Когда хотели построить волновую механику в согласии с прин­
ципом относительности, то сейчас же путем вполне естествен­
ной индукции получили новое волновое уравнение для замеще­
ния (1). Мы видели, что это новое уравнение для частицы 
массы т и заряда е, перемещающейся в электромагнитном поле,

(2)

(3)
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определяемом скалярным потенциалом V (x y z t ) и векторным 
потенциалом к {xyzt),  принимает вид:

1 / h д
ci \2'Kidt -  eV

x y z
2 / h д , s 

( 2 n i d x '  c Ar I >!' m .W

Для электрона уравнение (4) принимает вид: 
1 / h д. U _ > I ' - ■ /1

с2 ^2 w i dt
Введем обозначения: 

h
Р;

Ра

д , е Ал _  
2ъ i d x '  с ’

h д <?Аг- 
2 t z i d z '  с ’

_h д_ , еку^
2 тйду с ’ 

, _A__l__d . *V 
Г 2 ти с с

(4)

(5)

Они позволяют нам заменить уравнение (5) на:

(р<8—2 Рг3— т *с*) W = 0 (7)

Релятивистские волновые уравнения (4)-{7), как мы это видели, 
не позволяют нам более брать за плотность вероятности коли­
чество 'i'4r*, так как интеграл этого количества по всему про­
странству не является обязательно постоянным во времени. Мы 
должны принять за плотность вероятности выражение более 
сложное, которое в случае электрона (е =  — е) принимает вид:

____— А_
 ̂~ 4 'к mod1 W<?¥*

dt ----V у у *  т0с- (8)
выражение, которое приводится к ЧГЧГ*, когда достаточно ньюто­
ново приближение. Средняя плотность электричества здесь есть 
ре =  — ре со значением (8) для р.

2. Критические замечания Дирака в отношении 
уравнений (4)-(8)

Дирак подверг основательной критике теорию релятивистской 
волновой механики, которую мы сейчас изложим. Он в особен­
ности возражал против выражения (8) плотности вероятности; 
так как это выражение обусловливается самою формою уравне­
ния распространения (7), это является возражением против самого 
этого уравнения.

Резюмируем аргументы Дирака. Первое возражение, которое 
можно высказать в отношении выражения (8) для р, это то, что 
оно не обязательно положительно, тогда как отрицательное 
значение р не может, очевидно, иметь никакого смысла. Второе 
возражение, уже высказанноей в конце главы VII, заключается
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в следующем: какая бы ни была форма принятого волновою^ 
уравнения, общие принципы новой механики требуют, чтобы 
вероятность отыскания, для координат частицы, значений, заклю­
чающихся в интервалах х —>х-\- dx, у —*y-\-dy, г 
была Ч:Ч'* dxdydz,  а это требование не совпадает с формулой (8).

При наличии этих трудностей Дирак утверждает, что 
плотность вероятности должна непременно иметь всегда фор­
му Ч'Ч'* или, если мы вместе с Паули примем существо­
вание нескольких волновых функций Ч-Д форму точно также
всегда положительную 2  Л Но, принимая этот постулат, мы
приходим к заключению большой важности : волновое уравнение 
или уравнения действительной релятивистской волновой меха­
ники должны быть первого порядка по отношению к четырем 
переменным x y z t .  Изложим теперь его рассуждение.

Нерелятивистское уравнение (1) есть первого порядка по 
отношению ко времени и соответствующее выражение плотности 
вероятности есть 4MF*. Если мы зададимся первоначальной фор­
мой Чг (xyzo) волновой функции, она целиком определится волно­
вым уравнением, и тогда можно сказать, что, если мы зададимся 
первоначальной ЧПР*, последующее изменение плотности опре­
делено: следовательно, подразумевается, что сохранение вероят­
ности (и электричества) будет тогда необходимым следствие,м 
самого волнового уравнения, как мы это уже доказали. В случае 
релятивистского уравнения (4), этого конечно нет; так как это 
уравнение второго порядка по отношению к t, то для того, 
чтобы была определена волновая функция, действительно нужно
задаться величинами 'F дЧГи -щ- в первоначальный момент.

Тогда придется для плотности вероятности принять выраже­
ние (8), если мы хотим, чтобы из волнового уравнения следовало 
сохранение вероятности. Но примем теперь вместе с Дираком 
постулат, что плотность вероятности обязательно имеет форму
Ч'Ч’* или 2 ^ ' ^  о Мы увидим, что тогда уравнение (или волно­
вые уравнения) должно быть первого порядка по отношению 
к t и что, следовательно, уравнение (4) не может быть точным.

Действительно, если волновое уравнение есть второго порядка 
по отношению к t, его решение определяется только в том

дЧ-случае, если мы зададимся первоначальными значениями Ч и - s-,.от 
д щ

Предположим, что мы задались только начальной Чу а не =г,• от ‘
В гипотезе Дирака первоначальная плотность будет, таким обра 
зом, известна, так как она зависит только от Ч', а последующее 
изменение этой плотности не будет определено, поскольку не- 
будет определено изменение функции Чу Задаваясь произволь­
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ной первоначальной формой , можно, исходя из известной
первоначальной формы плотности, иметь какое угодно после­
дующее изменение для этой плотности, и тогда не будет авто­
матического сохранения вероятности. Таким образом, Дирак при­
шел к выводу, что волновое уравнение должно быть первого 
порядка по отношению к i  и, так как принцип относительности 
всегда заставляет координаты пространства и времени играть 
симметричную роль, оно должно быть первого порядка по отно­
шению к четырем переменным xyzt. То же самое рассуждение 
и то же самое заключение действительны в том случае, если 
имеется несколько функций ХТ и несколько волновых уравнений.

Следовательно, Дираку пришлось отыскивать одно или не­
сколько уравнений первого порядка в отношении переменных 
xyzt, чтобы заменить уравнение (4). Посмотрим, как это удалось 
ему сделать.

3. Уравнение Дирака в отсутствии поля

Чтобы установить новое уравнение, Дирак начал со случая 
свободного движения электрона в отсутствии всякого электро­
магнитного ноля.

Тогда мы имеем V =  A =  0 и операторы Р,- [формулы (6)j 
становятся:

_ h д __ h d  _ h д_ _ _  h 1 д
Р‘~  2-t  дх ’ 2 Kidy’ — 2 - id z ’ ~ 2тй с dt

(9)
В этом простом случае можно с уверенностью принять, что 

функция Ч; удовлетворяет уравнению:

1  д- Ч‘
с2 dt 2

4я2
k- : У или ( р 2  ТА /П02) 'К - - 0 (Ю)

ибо в этом случае из основных соображений, из которых исхо­
дит волновая механика, получается, что плоская монохромати-

W т0 с2 h h Y  1—'f-ческая волна частоты — — —  - - и длины к =  - — --------- —
h- h Y  1 -ф 2 Р m0v

должна быть решением, и без труда можно доказать, что то же 
самое справедливо в отношении уравнения (10).

Но уравнение (10) есть второго порядка, а нам нужны урав- . 
нения первого порядка. Чтобы их получить, Дирак полагает,
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что существует несколько волновых функций Ч',, 4'2. . .4 'N и что 
каждая из них удовлетворяет уравнению:

2 , Ч' ,  0  (к== 1 — ■‘N) (И)

но эти уравнения второго порядка должны быть следствиями 
действительных волновых уравнений, которые суть первого 
порядка.

Эти действительные волновые уравнения первого порядка 
Дирак пишет в символической форме:

(Рх +  ЧР\ +  *>P-i +  Ра *хпЧс) ,J; =  0 (12)

Символическое уравнение (12) означает, что для каждой 4Y 
мы имеем:

[pi +  2 /%i Pi +  я I тос ) 4'* — о. (13)

а,- суть матрицы с N строками и N столбцами и операция а,-Ч 
как мы это уже делали при. изучении теории Паули, опреде­
ляется по формуле:

N

Я/Ч',,-̂ -- 2 ; a,' rfl1 1 (14)
1

где означает элемент с индексами к1 матрицы а,-.
Но уравнения (13) должны иметь следствием уравнения (11). 

а это предопределяет известные условия для матриц а,-. Действи-
з

тельно, применим к уравнению (13) оператор р.г - —?-,гп0с-,
1

тогда мы находим:

(15)

и уравнение (15) совпадет с (11) только в том случае, если мы 
положим:

яг-2= 1  а,- a.j -J- яу а,- =  0 , (16)

Следовательно, мы должны наложить на матрицы а,- усло­
вия (16). Кроме того, они должны быть так же эрмитовыми, как 
и все матрицы, которые встречаются в новой механике.

Дирак старался взять как можно меньшее число N волновых 
функций. Для N<(4 нельзя найти четырех эрмитовых матриц, 
удовлетворяющих ‘ условиям (16). Наоборот, для N =  4 их
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можно наити 
трицы у-,-:

тогда удобно будет принять следующие ма­

сс.,ооо

1 0 0 0 +  j 0 0 1 -0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 — i 0 0 0 0 — 1 I 0 1 0 0
0 1 0 0 0 +  г 0 0 1 0 0 0 ! 0 1 0
1 0 0 0 — г 0 0 0 0 — 1 0 0 : 0 0 0 — 1

(17)

Они, очевидно, эрмитовы и, кроме того, их квадраты равны 
единичной матрице и антикоммутируют между собой, как этого 
и требуют условия (16).

Короче говоря, вместе с Дираком мы примем существование 
четырех функций 'Г,-, которые удовлетворяют четырем уравне­
ниям первого порядка (13). Явно эти четыре уравнения при по­
мощи матриц 7.j (17) изобразятся:

(Pi -f- т0с) Ч i -f- (Pi -f - ip*) '1 4  H P't 4 a 0 
(Pi +  m<f) +  (Pi — lP<i) 4\  — Pi '4 0
(,P4 — m0c) '4  -ь (Pi +  ipd *4 +Ря '4  =  0 
(Pi — тлР) '4 -f (Pi — ip*) '4 Ps M -- 0

(18)

Исходя из системы (18), можно видеть, как эта система имеет 
своим следствием систему второго порядка (11) (с N =  4).

Для примера применим к первому уравнению (18) оператор 
и к четвертому уравнению (18) оператор pi-\-ip.2, кото­

рый коммутирует с предыдущим. Тогда мы получим:
(Рл2 • mjc-) ЧД-f (р4 — тпс) (pt - f  ip.) Ч‘4 -у (pt — т0с)р3Ч'а =  О
(Pi (Pi — тос) '4 4  ( /4  4  р?) ч'г (Pi 4  ipi)p3 '4  - -Д)

откуда путем исключения Ч'4 получается:
(Р>2 трс") ЧД— (р)- 4 / 4 )  Т, г(/Т +  Ф->)/444 ( Р ~ т 0с)рлЧ л

(19)

=  0.
(20)

Но, применяя оператор рл к третьему уравнению (18), мы 
находим : ф

Ря (Рл — твс) 4  =  —Pi (Ру : iPi) 4  —/?.,* <4 (21)
и, так как pi коммутируют между собой, мы получаем, под­
ставляя в (20), уравнение:

з
/V - У . . Р , ■ т„-с- | Ч'4 0 (22)

и точно таким же образом мы найдем уравнения второго порядка, 
относящиеся к трем остальным Т', Таким образом, мы доказали 
уже наперед известный результат, так как матрицы (17) удовле­
творяют условиям (16).
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Уравнения (18) Дирака имеют очень асимметричный вид: ось z 
и соответствующий оператор р3, очевидно, играют в них особую 
роль.

Следовательно, функции ЧФ— решения этих уравнений тесно 
связаны с подбором осей, как в теории Паули. Они должны 
служить для вычисления вероятностей, для которых ось z играет 
особую роль. Если мы возьмем другие оси, мы сможем написать 
волновые уравнения, всегда имеющие форму (18), но они будут 
иметь своим решением другие функции Ч1 /, связанные с преды­
дущими преобразованиями, аналогичными встречавшимся в теории 
Паули. Мы займемся этим вопросом в следующей главе.

Интересно привести несколько замечаний по поводу пере­
хода прежнего уравнения (10) в уравнения (18). Этот переход  ̂
несколько аналогичен переходу уравнения световых волн в урав­
нения Максвелла. Действительно, уравнение распространения све­
товых волн (в пустоте) есть:

—
1 д2и
с2 дР =  0 (23)

Это уравнение второго порядка, где и обозначает величину, 
характеризующую световое возмущение. В электромагнитной 
теории и может быть какой - нибудь из шести составляющих 
двух полей (электрического поля и магнитного поля) световой 
волны. Таким образом, для-шести величин hx, hy, hz, Н Ху Ну И Нг 

мы имеем шесть уравнений типа (23).
Переход этих уравнений распространения в уравнения Макс­

велла заключается именно в замещении уравнений второго по­
рядка одновременными уравнениями первого порядка, связы­
вающими шесть величин hx . . .  Нг таким образом, что шесть 
уравнений второго порядка типа (23) будут их следствием. Именно 
этим путем следовал Дирак для перехода от уравнений второго 
порядка (15) к уравнениям первого порядка (18).

Если бы волна волновой механики была физической реаль­
ностью в классическом смысле, следовало бы ожидать, что че­
тыре образуют четыре составляющие пространственно-вре­
менного вектора. Но мы теперь знаем, что волна в волновой 
механике не представляет собой физической реальности в клас­
сическом смысле : это комплексное выражение, служащее только 
промежуточным звеном для вычисления и позволяющее образо­
вать определенные действительные в физическом смысле выра­
жения, наподобие плотности вероятности Ч'¥*. В теории Дирака, 
таким образом, четыре функции Ч-‘,- совершенно не нуждаются 
в том, чтобы иметь характер составляющих вектора, и мы уви­
дим, что они действительно его не имеют. Но существуют опре­
деленные действительные комби ации этих количеств, которые 
имеют физический смысл (вероятности) и обладают векторным 
характером. Сейчас мы и перейдем к их изучению.
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4. Уравнения Дирака в электромагнитном поле

Уравнения (18) подходят только к случаю отсутствия поля. 
Что же следует брать за уравнения распространения, если элек­
трон движется в поле, определяемом скалярным потенциалом V
и векторным потенциалом А? Дирак разрешил вопрос, говоря: 
достаточно в символическом уравнении (12) заместить опера­
торы pi формул (9) на операторы Р,- формул (6).

Если принять этот постулат Дирака, волновые уравнения 
в.электромагнитном поле символически изобразятся так:

(Р4 +  Ч Pi +  *3Р, +  Ря +  V«oс) 'Г -  0 (24)
или явно:

(Р4 +  т0с) Ч\ +  (Р4 +  /Р2) «К 4 +  Р3 Ч’з -  0 
(Р4 -! щс)  «Г, +  (Р4 -  гР2) »г„ -  Рз Ч-4 =  0 
(P4- m 0c )^ 3 +  (P1 +  tP .)'1/2 +  P8'l;i =  0 
(Р4 -  т,с) ЧГ4 +  (Рг  *Р2) Ч', -  Р3 »Р'2 -  0

Что особенно замечательно, гак это то, что эти уравнения, 
полученные путем общих рассуждений, совершенно независимых 
от трудностей, упомянутых в первой части настоящей работы,. 
содержат особенности магнитного вращающегося электрона! Для 
того, чтобы убедиться в этом, мы попытаемся образовать, исходя 
из уравнений (25), уравнения второго порядка, которые обобщают 
уравнения (15) в случае присутствия электромагнитного поля. 

Для этого к символическому уравнению (24) мы применим

оператор Р4 — +  a4 woc)- Мы получаем:

Р4 — 2,- y-iPi — %̂ пос ) ( рг +  2L Я«'Р|' +  а-1 тоС ) =  0 (2б)

Если мы раскроем указанные операторы, принимая во вни­
мание соотношения (16), мы найдем:

з з -
р * н - Х я'( р'р ' - р'-рл --- 2 4р'8-

■ v (a. ay р, р, +  aj я, Ру Р,) — т<:Чл 
г'Ф'

'Г , 0 (27)

Вспомним теперь, что электромагнитные поля связаны с по­
тенциалами при помощи соотношений

h — grad V — с д t ’ Н =  rot А (28)
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Принимая во внимание определения (6) и условия 
небольшого вычисления мы получаем

V  Я/ (Р4 Р, — Pi Р4) =  — 2 l i ' j i  к* +  h* +  а-*/г*)
1

^  («/ */ Р,- P i +  Р/ Р/) =  -  9 1
ф/ ~

— (я2 H.V +  У-з а, Н,, -f с
Таким образом уравнение (27) принимает вид

(16), после

(29) 
ж., Нг).

е h
Р . 2 ;  Р'2— т.2С2 _ 'с ' (’’I hx +  °-1 /l> И" 7-3 Л*) "Г

+  е~ 'гГ~1 ( « 2  а3 Нх +  а3 а 1 Н, +  * 1  * 2  Н*) 4 = 0 (30)

Если бы были только первые три члена в скобках, то мы 
вернулись бы к уравнению (5), которое таким образом было бы 
действительным для каждой Чц. Новый элемент, который вносится 
теорией Дирака, это введение дополнительных выражений в̂ (30). 
Чтобы раскрыть смысл этих дополнительных выражений, рас­
смотрим нерелятивистское уравнение (2), которое мы можем 
■написать в виде

\2т0с-р, — ^ Р г — 2 'Р =  0. (31)

Сравнивая (31) с (30), мы замечаем, что мы можем считать 
рассматриваемые дополнительные выражения, как выражения 
потенциальной энергии, но с условием, что разделим их на 
— 2т0. Только в механике Дирака роль, которую в прежних 
теориях играло тп, играет — а4 т0, как мы это увидим позднее1). 
Итак, мы условимся определять оба члена потенциальной энер­
гии, помножая спереди -оба дополнительные выражения (30) на
- ф —  =  Ф  . Учитывая соотношения коммутации между ж,-, мы 2 т0 а4 2 т0
должны будем положить : *

gfl
U  =  —  4 — — I («1 a4 hx +  а2 а , h, +  а8 а4 Л,)

р h
Um ^  ~  Aw т г 1 “З “+ +  а3 а 1 НА +  Я 1 а 2 *4 Нг) (32)4  it тпс

Далее, нам нужно помнить, что тело с электрическим момен­
том sp, помещенное в электрическое поле А, обладает потен­
циальной энергией — (SP>A), в то время ‘как тело с магнитным

’ ) C v ,  г л а в у  X V ,  параграф 4.
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моментом Ш, помещенное в магнитном поле Н, обладает потен­
циальной энергией — (ШЬН). Таким образом, мы приходим к тому, 
что следует приписать электрону магнитный момент с составля­
ющими

eh . 1Y> eh
------ г а ,  а.,х4; 'Ж,, —'ХЬ 4 -  тйс г а., а, а ,; 4 ' 1

ДБ eh.-----  I и, а, *,4 типйс (33)

и электрический момент с составляющими 
eh . eh

i*. v = 4 ктйс 4  т с г и 0 с
г *.> а.

eh . ,,,,,: ------- г а3 х4 (34)4 J
Выражаясь с большей точностью, количества (33) и (34) суть 

операторы, соответствующие составляющим обоих моментов. Так
У йН ГТк а к --------есть магнетон Бора, мы видим, что уравнения Дирака4-пцс

автоматически приписывают электрону собственный магнетизм, 
связанный с магнетоном Бора. Итак мы видим, как появляется 
магнетизм электрона, и вскоре мы будем иметь случай уточнить 
это первое указание. Формулы (34) к тому же показывают нам, 
что электрон Дирака обладает также электрическим моментом, 
смысл которого мы увидим несколько позднее.

Составляющие обоих моментов, определяемые (33) и (34), 
суть операторы, поскольку они выражаются с помощью а Э т о  
нисколько не должно нас удивлять, так как мы уже привыкли 
видеть, что в новой механике физические величины уступают 
место операторам. Кроме того, легко доказать, что операторы (33) 
и (34) эрмитовы; действительно, так как <х,- эрмитовы и антиком- 
мутируют между собой, то такие произведения, например, как 
а, а, или otj а.3 а4, антиэрмитовы, а* следовательно их произведение 
на i —эрмитово. Таким образом, операторы (33) и (34) обладают 
характером, необходимым для представления физических величин.

Так устранена трудность, которая существовала в первона­
чальном представлении Дирака, который писал формулы (33) и (34) 
без множителя сх4 и, таким образом, получал неэрмитовы состав­
ляющие электрического момента.
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Релятивистская инвариантность уравнений Дирака

1. Инвариантность уравнений Дирака относительно 
преобразования Лоренца

Уравнения Дирака приписывают особенную роль оси oz и 
волновые функции, точно так же как и в теории Паули, дадут 
ответ на вопросы, в которых играет роль ось oz. Если мы 
хотим поставить те же вопросы в отношении оси oz', отличной 
от oz, мы должны будем написать уравнения Дирака в системе, 
где oz' будет третьей осью. Мы должны быть в состоянии на­
писать уравнения Дирака в одной и той же форме для всех 
систем осей, причем четыре волновые функции преобразуются 
определенным образом, когда мы переходим от одной системы 
осей к другой.

Уравнения Дирака, как и уравнения Паули, не только обла­
дают этой инвариантностью в отношении изменений простран­
ственных координат, но они точно также инвариантны для всех 
преобразований Лоренца и, следовательно, удовлетворяют прин­
ципу относительности.

Известно, что преобразование Лоренца наиболее общего типа 
всегда может быть разложено на три последовательные преобра­
зования. Исходя из первоначальной системы x y z t  простран­
ственно-временных координат, мы имеем:

1. Вращение вокруг oz, определяемое формулами типа:

X — х 'COS а —у' Sin а; у  —у' COS а -J- х' Sin а; z —~z'\ t =  ?. ( П

2. Вращение вокруг оси оу, перпендикулярной oz, опреде­
ляемое :

z = z' cos 0 — x'sinO; х =  х' cos 6 -ф z' sin ft; у =  у'\ t ~ t ' .  (2)

3. Простое преобразование Лоренца, т. е. переход от системы 
oxyzt к системе o 'x ' y ’z ' t ’, равномерно движущейся относи­
тельно первой, причем оси z и z' скользят одна по другой, 
а остальные оси остаются соответственно параллельны. Тогда 
мы имеем хорошо известные формулы преобразования:

х =  х'; у —у'; z z' +  р cf .
V i  - f '

t' +  ^-x!  ■ с
у т : : у (3)
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где рс — скорость второй системы относительно первой. Если 
мы положим:

7 i -
=  С/Г;

V I — а*
: У ch-~{- -  1 =  s /гд (4)

формулы (3) примут вид:
х =  х'; у = у г; z - - z 'с!г{-\-ct'shy, ct — ct'clr{-{-z'$h~i (5)

Комбинируя три типа преобразований 1, 2 и 3, можно полу­
чить преобразование Лоренца наиболее общего типа.

Инвариантность уравнений Дирака для общего преобразо­
вания Лоренца будет доказана, если удастся разрешить сле­
дующую задачу: зная, что в системе галилеевых осей xyzt 
уравнения Дирака:

(Р4 -V ях Рх -I- яа Р, - f  а3 рз 4- а, n f g C )  XV = =  0 (6>
имеют решениями функции МД {xyzt), МД {xyzt), ЧД {xyzt), М' {xyzt) 
показать, что в другой системе галилеевых осей х'у '  s' г урав­
нения Дирака:

( р / + р;  4 - р ;+** р ' 4 - <с)  = о, (7)
где мы имеем :

h д 
2 ni  дх' Р,'

h i d  
2-xi с dt' е- V', (8)с

имеют решениями функции хУ{{х'у' z't'), ^'^{х’ у' z ’t’), XV^{хгу ' z 'V) 
и МД {х' у'  z' V), которые выражаются линейно как функции от 
МД .. .  4 4  формулами, где фигурируют параметры, которые опре- 

* деляют переход от системы oxyzt к системе o 'x 'y 'z ' t ' .
Поставленную так задачу достаточно разрешить для трех 

преобразований 1, 2 и 3, указанных выше, так как всякое пре­
образование Лоренца можно разложить на преобразования этих 
трех типов.

1. Вращение вокруг o z :
Будем исходить из уравнений:

(Р4 4- тйс) МД -I- (Рх 4 - i Ра) 'V 4- р 3 мд =  о 
(Р4 -V т0с) >1Д 4- (Рх --  i Р8) МД -  Р3 МД =  О
(Р* -  щс) т д  4 - (Р, 4 . i P J мд 4 - р 3 тд =  о 
(Р* -  т0с) мд - f  (Р, -  * Р8) МД -  Р3 МД =  О

Так как изменение переменных выражается формулами (Т), 
мы имеем:

Рх =  Р{ COS а — Р2' sin а;

Р3 Р'-Г 3’
Р2 - -  Pj cos a -j- Р/ sin я
p, p; (V)
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и, подставляя в (9), мы легко находим:
(р; +  /я0с)»Г, +  (р;е'" -Ы Р2’е'*) 4 V fP : 'i /3 -О 
(Р; +  тпс) Ч \2 4- (р; е -  -  i Р2 е -  '*) Ч'3 -*Р„' ЧД -= О 
(р; ■/ЛоО,,''а4-(Р1’е'в +  »Р*'в,‘в) Ч'-’ +  Р з '1 1 =  °
(Р; -  тас) 'V4 +  (Р; е~'* -  i Р2 е~“) 4 4  — р; Чс2 о

В этих уравнениях предполагается, что Чу выражаются как 
функции штрихованных переменных при помощи соотношений 
преобразования (1). Помножив первое и третье уравнения (10)

_ .0! ( _ “
на е второе и четвертое на е мы получаем:

(р; +  т,с) -г, е~ ' 2 4- (р; +  iP s') Я\е  * 

(Р; u т0с) Ч^е* - H P i '- i P O ^ e " '  
(Р ; -  тпс) W3 е~ ‘ * +  (р; +  i Р') 44 е~ ‘

+  р:;ч-3е '-■= о 

* —Р 3'Ч 4е*  = 0  

а‘ +  Р.'Ч'1 е ‘ <̂  =  0

,  ( Р ; - т йс)»Р4е ^  + ( Р ;- г Р ; ) Ч 4 е  * -Р . 'Ч Д е '4 - - О

(П)

Систехш (11) показывает нам, что функции 4 /  связаны 
с функциями 44 простыми формулами:

Ч'; (х 'у ' z't') 4 \ ( x 'y ' z ' t ' ) e
W s(x'у' z't') Ч'2 (4У  г' t ')e*
Ч-; (x'у'  z't') =  4’3 (x'y' z't') e"~ ’ - ; 
4‘; (x'у  г ' t') =  4 \ (x' y' z't') e 5

(12)

и требуемое доказательство для данного случая найдено.
2. Вращение вокруг оу:
Преобразование координат дано (2), а преобразование волно­

вых функций Дирака дается формулами:

Ч\'(х'у' z't') Ч'Дх'У г' f )  cos-j^-j- Ч'2 (х у' z't') sin ^
Л Q

ЧУ (х'У z't') — Ч'2ix'у' z't') cos ——  4 4  ix'у' z't') sin
6 О О3)4 ; {x' y' z' t') =. 4 3 ix1 у ' z' t') cos у  4 4 (x' y' zr t') sin ^

Ч 'Д ./у  z' f )  =  44(х'У z' f )  cos ~  — Ч' 3 (х'У г ' t') sin

Это доказывается путем рассуждений, аналогичных рассужде­
ниям для случая 1.

3. Простое преобразование Лоренца
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Так как преобразование координат выражается формулами (5), 
преобразование функций Дирака дается:

M’i' (х'У z' ?) 4'j (х'У z't') ch -j- M\ (x '  /  z' t-’)sh J

4’5' (x' y' z't') — 4' 2 (x' y' z' t')ch  ̂ —- XY i{x' У z' t ')sh■+-
-■ l  (14)

(x' У z' V) 4:3 {xf У  z' f )  ch -f~ Ч г (х'У z't') sh ~

W( ( 2 у  z' ?) =  <T4 (x’у  z' ?) ch - I  — <T2 (х'У z't')  sh ^

Это доказываете^ тем же самым способом. И, таким образом, 
доказана инвариантность уравнений Дирака для наиболее общего 
преобразования Лоренца.

Из формул (12), (13) и (14) видно, что ЧД не преобразуются, 
как координаты. Следовательно, они, как это мы уже говорили, 
не имеют характера составляющих пространственно ■ временного 
вектора. Но мы скоро научимся составлять при помощи опре­
деленные выражения, которые будут иметь векторный или тен­
зорный характер и будут иметь физическое значение.

2. Более строгое доказательство релятивистской 
инвариантности

Мы приведем более строгое доказательство инвариантности 
"уравнений Дирака. Это доказательство, данное фон Нейманом, 
является обобщением доказательства, которое употреблял Паули, 
чтобы показать инвариантность своих уравнений по отношению 
к изменению прямоугольных координат в пространстве.

Возьмем уравнение Дирака в его символической форме:

(р > + 2 * Pi'+ а* "г°с) 'Г =  0 (15)
и применим к нему сначала оператор а4. Мы получаем (а4 2 =  1):

( а4Рг +  2 г ^  агР,' +  ,гапс ) '1 = 0  О6)
V 1 /  ч

Теперь мы возьмем вместо переменных x , y , z , t  простран­
ственно-временные переменные Минковского:

хх — х х2= у  хъ — г x  ̂— ict (17)
и определим соответствующие операторы: 

h дTij -- j _£A i =  p  . 
2TzidXi с 
h д

P2 ) кз ~~ рз>

2 iri дх. i - , v  =  - b
C  l

(18)

8—01278
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Тогда уравнение (16) примет вид
3 \

|«4 +  2 ,-* ата; ̂ '+  imoc j  'г = () (19)

Теперь положим (фон Нейман):
Tl =  i * 4 а 1 Ь  =  1 Я4 а 2 Тз ; - 1 Я4 а3 Т4 =  Я4 (20)

Легко убедиться, что формулы
т<-2 ■■= 1 т < - т / - Н л <-==0 (1ФЛ  # (21)

можно резюмировать, написав
Т/Т/4-Т1УГ/ =  2о<,-1 (22)

где 1 — единичная матрица. Можно доказать также, что -р эр­
митовы.

С этими обозначениями уравнение (19) принимает очень удоб­
ную компактную форму

4 \

( 2 ;Т + 1 т*с) W =  0  (23)

Теперь предположим, что мы производим изменение гали­
леевых осей, общее преобразование Лоренца. Из теории отно­
сительности хорошо известно, что общее преобразование Лоренца 
эквивалентно вращению осей в мире Минковского. Следовательно, 
новые переменные х /  после преобразования будут связаны с преж­
ними переменными х/ при помощи формул:

* /  =  2 0 " * ' '  '  ( 2 4 )/
где о — матрица с 4  строками и 4  столбцами *), удовлетворяющая 
соотношению ортогональности:

2  От ои =  bKj (25)
i

Таким образом очевидно, что щ преобразовываются, как х,-, 
т. е., что

~ч =  2  Ojj У (26)
J

Следовательно, после преобразования координат, уравнение (23) 
примет вид

4 4  \
( X  “' 2 /  +  i/nocj ,|; =  0 (27) 9

9 Матрица о не действительна ; те из ее элементов, которые содержат индекс 4 
один раз, — чисто мнимые.
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где функции 'F должны быть выражены при помощи новых пе­
ременных х{. Если мы положим

4
7 j — 2 г 0 ,гТ' (28)

1

мы сможем заменить (27) на:

'г =" °  (29>

Уравнение (28) выражает матрицы у у, как функции от матриц у. 
Если хотят уточнить его смысл, нужно написать:

V, тп У,О1) jz .  тп (30)

1 де "ki, mrty например, обозначает элемент с индексами т, п ма­
трицы у,-.

Так как мы имеем

J, пт ■2о .. 7 .I tj I i, пт ■ 2.»: * J, тп (31)

в силу эрмитности у  мы видим, что вообще у  не эрмитовы, так 
как ни одна из оц не действительна.

Легко проверить, что у/ удовлетворяют условиям (22). Дей­
ствительно, мы имеем:

У " /  +  г /  т /  =  2  и«■ • 2  Т  - f  2  011 Ъ ' 2  ^
к  I  I к

= 2  2 ° * ,0 у ^ “ т , + т г^ =  (32>
к  I

== О,/ О /у • 2 Д/ — 2 Or-; Ok]  = =  2 г->(/.
к  I к

Существенным пунктом рассуждения является то, что суще­
ствует матрица Л с 4 строчками и 4 столбцами такая, что:

у/ — Л- 1  уг- Л (7=1, 2,3, 4) (33)
Если соотношение (33) справедливо, факт, что у  удовлетво­

ряют соотношениям (2 2 ), обусловливает, что у'  удовлетворяют 
аналогичным соотношениям:

v ' V  +  v ' v '  =  2btJ (34)
Так как мы можем уравнение (33) написать в виде 

Лу' =  у А  (7=1, 2,3, 4), (35)
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то, для того, чтобы доказать существование матрицы А, следо­
вало бы показать, что существует (16) величин А,.л удовлетво­
ряющих 64 уравнениям: *

4 4

У], А 7 Д 1т — 7», >л А1т (36)
1 1

где индексы к, т, i могут принимать значения 1, 2, 3, 4. Суще­
ствование матрицы A a priori совершенно не очевидно. Однако, 
мы примем провизорно существование этой матрицы, чтобы до­
казать эту гипотезу a posteriori.

Прежде чем итти вперед, заметим, что матрица А вообще 
не может быть унитарной. Действительно, если бы она была 
унитарной, мы имели бы

А+ =  А- 1 ; А (А >) (37)
и так как из уравнения (33) мы выводим, беря сопряженное 
уравнение:

7</+ — (А- 1  7 ; А)+. Р& 7 ,- +( А- х) +, (38)
мы имели бы в силу (37) и эрмитности 7 7 : Л

Т/+ =  А* " 1 7  ,■ А =  ■;/. (39)
И в результате выходит, что 7 /  была бы эрмитовой, а этого, 

вообще говоря, не может быть.
Теперь возьмем опять уравнение (29), вводя в него соотно­

шение (33).. Подучается
4 \

I А 1 7 7 А я/ +  i т„ с | М ‘ =  0 (40)

Помножим спереди на А и заметим, что матрица А, соответ­
ствующая действию, производимому над индексом Дирака, ком­
мутирует с г./. Мы получаем:

А У =  0 (41)

Формула (41) выражает следующую теорему:
Теорема: Когда мы производим преобразование Лоренца, 

можно для уравнений Дирака сохранить ту же форму, но новые 
волновые функции У.'/ связаны с прежними У; при помощи линей­
ного преобразования:

Ч V (*', У, г', П  =  А У,- (* ', / ,  г', f )  ---■ Л« ** (*’> />  z '> П  (42 >
1

Это как раз в точности результат, установленный в пара­
графе 1 .
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Теперь мы можем доказать гипотезу существования матрицы А. 
Действительно, в параграфе 1 мы научились вычислять линейное 
преобразование, которому подвергается каждая функция ЧА для 
каждого из трех видов изменения координат, на которые можно 
разложить всякое общее преобразование Лоренца. Следовательно, 
мы знаем, по крайней мере в принципе, как вычислить линей­
ное преобразование Ч',-, которое соответствует любому преобра­
зованию Лоренца, т. е. определить элементы такой матрицы А, что

чу (х'у' z r t') г: : л  Ч (х', у', z', t) (43)
Эта матрица А по (42) должна быть такою же точно, 

какая фигурирует в (33), и, поскольку мы умеем ее вычислять, 
мы уверены, что она существует.

Обращаясь к формулам (12), (13) и (14), можно непосред­
ственно написать выражение матриц А, которые соответствуют 
простым случаям 1, 2 и 3 предыдущего параграфа. Рассмотрим, 
например, случай 3: простое преобразование Лоренца. Фор-
мулы (14) показывают 
форму:

нам, что матрица А имеет следующую

ch 1 о sh \ о
о

А =  | ■
sh 2

ch Д
О

0
ch. 1

sh 1
о

(44)

о — sh 1 о ch 1
«

Легко убедиться, что эта матрица не унитарна (А+;
4 4

/ А -1). Вы-

ходит, что N]; Ч-У Ч'* не равно ^ чу* 4 7 . Следовательно, плот-
1 1

ность вероятности изменяет свое значение для простого пре­
образования Лоренца. Действительно, мы увидим, что эта плот­
ность не инвариантна, а есть временная составляющая ’простран­
ственно - временного вектора.

3. Электромагнитная инвариантность уравнений Дирака

. Наряду с релятивистскою инвариантностью уравнения Дирака 
имеют другой вид инвариантности, который я назову электро 
магнитной инвариантностью (то-есть Eichinvarianz немецких 
авторов). Объясним, в чем она заключается. ->

Так как электрическое поле h и магнитное поле Н опреде­
ляются', как функции потенциалов, формулами
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очевидно, если мы заменим V и А на:

V' =  V — ~  А' =  А +  grad Ф (46)

где Ф — какая-нибудь функция xyzt, поля нисколько не изме­
нятся, так как мы имеем :

rot А' =  rot А -  grad V' -  ±  ^  =  -  grad V -  - I  (47)

Поскольку это поля, которые выражают динамические дей­
ствия, и поскольку они не чувствительны к преобразованию потен­
циалов формы (46), мы должны ожидать, что уравнения Дирака 
инвариантны по отношению к этим преобразованиям (46). Это 
и есть электромагнитная инвариантность.

Напишем символическое уравнение Дирака:
к

2 тс г
д_ ,<?V 
d t '  с + 2 Л к

2  тс id xj. - + f  А +  a4 m0c W О (48)'

затем предположим, что мы подвергаем потенциалы преобразо­
ванию (46). Заменяя V и Ау как функции от V' и А/, мы полу­
чаем вместо (48):

h 1  д ,еМ' . е дФ 
2 тсг с dt~^ с ' с1 dt ■2 л

к д 
2  -  i dxj +

. е д . е д Ф . .
+  7 А' ~ T d 7 j )  +  a' maC- Ч‘ =  0

Легко показать, что, если мы положим: =  е
2 -i £ 
h с

(49)

то
мы снова найдем уравнение, имеющее ту же,форму, что (48), т. е.

h i d  
2гЛ с dt +  7  v ') +  2 Л  ( -  2 Л  Д + 7  А' ') '  + Ч’' =  о 

(50)
Следовательно, переход от потенциалов V и А к потенци­

алам V' и А' не изменяет формы уравнения Дирака, но каждая
_  2  тг i  е

из ЧД умножается на е h с .
Но мы знаем, что не ЧД, а определенные комбинации '1Д 

лшеют физический смысл. И можно доказать, что все комбина­
ции этого рода не изменяются, когда мы замещаем в них ЧД на

__ 1 Ф
ЧД е h с . Это сразу же видно, например, для плотности ве-

4

роятности ЧД* ЧД. Эта нечувствительность количеств, имею- 
1

щих физический смысл, по отношению к преобразованиям (46) 
составляет электромагнитную инвариантность уравнений Дирака.
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Плотность и ток в теории Дирака. Плоские волны

I. Выражения для плотности и потока вероятности

В теории Дирака мы должны найти способ перенесения идеи 
волновой механики с одной функцией ¥ . В частности мы должны 
найти плотность р вероятности присутствия электрона и определить
поток р и этой вероятности. Выражения — е р и --  ер и дадут здесь 
также среднюю электрическую плотность и средний электрический 
ток, при помощи которых вычисляются средние излучения, ис­
пускаемые совокупностями электронов.

Чтобы найти форму р и ри, мы всегда должны руководство­
ваться идеей, что полная вероятность присутствия должна ос­
таваться постоянной (равной 1 ) и что вследствие этого уравне- ^ ^
ние непрерывности ^  ~f- div (р и) — 0  должно быть следствием
волновых уравнений.

Напишем четыре уравнения Дирака и четыре сопряженных 
уравнения :

(Р* +  Щ с) ^  +  (р1 + /р2) ^4 +  Р3 ' Р - = 0

(Р<+  т0 с) ^ 2 4- (Р3 — г Р2) - р . ' Р - = 0

(Р< - т0 с} 'Р+ О Р-Н Р*) 'Р - - 0 (1 )
(Р« — тд с) ' P + ( P 1 -*P*) 'Р - Р 8 'Р = = 0

(р; +  тп с) чг; +  (Р; _ / р 2п 'р;: + р ; 'рр=  0

(р; +  т0с) w ; +  (p ; +  / p ;) 'Р•_р *. Г 3 - : 0

(р; — т0 с) '1; ; + ( р ; - / р ;) 'Г,г + р ; \у *
1 =  0 (2)

(р; — т0с) ^ ; + ( р : + / р ;) 'р *_р *г  3 =  0  ?
Помножим уравнения (1) соответственно на 'Г*, W*, 'Г3*. 'Г* и 

уравнения (2) соответственно на ¥*, ¥ 2, W3, W.. Возьмем, далее, 
сумму уравнений (1 ) и вычтем из нее сумму уравнений (2 ). 
Члены с тйс уничтожаются. Мы находим члены формы:

Ч■ * I---— -L И 4- — VW  * _А_ 1  () пр* \у л
2  * П й + с | 2 тг i с dV ' ,}
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а также члены вида:

'I * Р^»7 — ч ' , р * ч с *
* А 1 г

1г д

~ t  +  -e- А ,|ЧУ
2  r.idx 1 с '

h д
2 /  д-х +  у  А' “  -  §Г| Г х  W )

 ̂7Г 7̂Наконец, после умножения на — — мы находим :

Э7<* Г ч7 +  w , * 4 7 з + 47 * •> + /* —^(47*47 +

+  ч-;ч 3 +  ^з*Ч 2 + +
д

дУ
- с ( н г ; 47 г 4' * ¥ 3 -|-

+  o f ; 4 7 - i  47 47) j _7
1 dz — с (474 4''з ‘г ; 47 +  4’;  ч\

— 47)
.

(3)

Уравнение (3) эквивалентно уравнению непрерывности, если
мы положим:

р =  'I Г ч\ +  47 4, 2 + 47 4 7 +  4-; 4-;
?их =  — с (47 'Г4 + «Г *

2 + + 4 7 4 7 7 ']■4 47)
?иу = iw * ЧЛч • +  Н1-;¥

2 14*; 4 7 )
?Ug — * И*1 1 3 1' * <* 7 + 4 7 ’г, 47 47) (4)

Без труда можно проверить, что выражения (4)- действи­
тельны, ибо они равны своим сопряженным. Следовательно, их 
можно считать определяющими плотность вероятности и состав­
ляющими соответствующего тока.

Выражение р имеет в точности вид, предполагавшийся Ди­
раком. Оно показывает, что мы должны нормировать ч7, напи­
сав :

со

I [ I  (Ч7,!д + ,17 ' 1 ' 2 +  =  (5)

и что, если эта нормировка произведена в какой - нибудь период 
она затем остается навсегда.

Формулам (4) можно придать компактную и изящную форму, 
пользуясь тремя матрицами д^а2 я 3 и единичной матрицей (с 4  

строками и 4 столбцами). Напишем эти матрицы:
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и 0 0 1 j 0 0 0 —j— i о 0 1 0 :
0 0 1 0 ! 0 0 — i 0 0 0 0--1 i

=  0 1 0 о ; й2 =ч o-f-t 0 0 ; ч  — 1 0 0 о !
: 1 0 0 0 — / 0 0 0 0---1 0 0

j 1 0 0 0
; о 1 0 0

1 1=1 0 0 1 0 (6)
: 0 0 0 1

и сравнил их с формулами (4). Мы теперь видим, что их можно
написать в виде

4 4
р — 1Г' ; X ===:- « S ' '7 -*1 ^ ;1

4
1

4 (7)
иу . =  - ~ с ^ .  Ч-7-а, 'Г,; ? и г — О

Вполне естественно, средняя электрическая плотность S и 
составляющие среднего тока j x, jy и j z получаются после умно­
жения о, рих и т. д. на — е. Мы имеем:

о =  — е р ; j x = ~ ер их ; j y ~  е о <vy ; j z — — е р v2 (8 )

2. Векторный характер плотности и тока

Количества (4), которые имеют физический смысл, имеют 
характер составляющих пространственно-временного вектора, 
причем р является временной составляющей. Чтобы это дока­
зать, достаточно, например, проверить, что для каждого из трех 
преобразований, указанных в первом параграфе предыдущей 
главы, количества (4) преобразуются, как координаты, откуда 
следует, что то же самое справедливо и для наиболее общих 
преобразований Лоренца.

Укажем ход проверки для преобразования типа 1: вращение 
вокруг oz. Между прежними и новыми переменными мы имеем 
такие соотношения:

х  — х' cos я —у '  sin а у  = у  cos а -f-jc' sin а г --- z' t' (9)
откуда также:

x '=  x COS a-f-_y sin x y ' —y  cos a — x sin a z ' ~ z t '  =  t (10)
Мы уже видели, что тогда функции Wi преобразовываются 

следующим образом

iir'.Х 1 ' 4', е—/ • Ч’, е+'■ 2 .
. « п.

7

01278
( И )



(12)

В таком случае, очевидно, что мы имеем :

V  4 7 * 4 7  V  4 * 41 1 i

Плотность р остается инвариантной при преобразовании, как 
переменная t. Точно также легко видеть, то: p'uz' =  puz ; со­
ставляющая г тока остается инвариантной, как переменная г. 
Для составляющей же х  мы имеем :

Р И х • с (W'* 4 ; + 4 7  4 7  +  4 7 *  4 /  +  4 7  4 7 ) =

=  — с (U7 * 4'„ е 4 -4 , Т 8 е- 1 +  4 3* 4 ',  e fa+  UT4* 4 \ е ~ г“) =
: — с (4,* 4 , +  4', 4 7  — 4Т; 4 7  +  4 ';  4 7 ) cos а -

- <  7 4 7

• р U x  cos а -f- р U y  sin а
/ipy ЧЛ,-[-гЧ7Ч7 i 4 /  47) sin а =  

(13)

Следовательно, составляющая pux преобразуется, как пере­
менная х, и мы можем точно таким же образом проверить, что 
P«v преобразуется, как у.

Точно также мы поступаем для изучения преобразований 
плотности и тока в случаях 2 и 3 (вращение вокруг оу и про­
стое преобразование Лоренца) и придем к заключению, что 
4 количества (4) представляют собой составляющие простран­
ственно-временного вектора.

Мы знаем, что, если пространственно - временной вектор a 
имеет пространственными составляющими av av as и временной 
составляющей а4, то количество с2 а4 2 — a t2 — аг2—аз2, которым 
измеряется его длина в пространстве - времени, является инва­
риантом, независящим от выбора галилеевой системы координат. 
Если мы вычислим длину вектора плотность - ток, после не­
трудного, но достаточно длинного вычисления мы находим:

с у — (р иху- — (р иуу  — (р и* ) 2 =  с2 [Qt2 +  2) (14)
где:

S, =  47’ 47 +  47* 4 3 -  47* 47 -  47* 47 =  V  4-Л а4 4Г
1

2, =  +  * 47* 47 +  i 47* 4 4 -  i 4 3* 4 7  -  L 4 ;  4 3

4
=  X -U /*'ai a2a3a4 (15)

Количества Й4 и S2 суть инварианты такого типа, что длина 
(14) вектора плотность - ток в пространстве - времени является 
инвариантной. Матрица aja2a3a4, употребляемая в компактном
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выражении Й2, легко вычисляется, исходя [из а ,; она эрмитова 
и выражается:

(16)

0 0 4-7 0

0 0 0 — i
- и 0 0 0

0 -М 0 0

3. Плоская волна в отсутствии поля

Очень полезно рассмотреть случай отсутствия поля (V =  А—0). 
В этом случае уравнения Дирака принимают вид:

( h i d ,  / н о . . п о \
y 2 r . i c d t ~ ^ m<)CJ 1 \2тсг5х^_г2 г. id  у)

h i d .  ( h д . h д \  , h
2~i~c d t  "т 1U(iC ) 2 \2к id x  1 2 v i d y j  ■'{~t_2 ir i d z

m c W _  / A  0 _ I_  Jl . A . )  *1 - _  А  дЪ
0 j 3 \ 2 ~ i d x  1 ‘2r.idy)  3 2  Ki

m0c W ,

h  d  , . h . d дЪ\ =  0

h i d  
2k i c dt

_ h _ \  d _  

2k i c d t

i d z

h  d  ■ h _  d \ Xy  j_ h  d J F ,  

1  2 k  i  d v )  1 1 2  к i  d z2 k idx
(17)

Посмотрим, имеют ли уравнения (17) решением плоскую 
.монохроматическую волну, определяемую через:

2 к i ,(W t~ рхх - Ру V-Ps г)— a.i е * } (18)
Подставляя в (17), мы находим: 

/ W 
\ с 
/W
I е

с

4 “  т 0 С j  O l 4~ ( Р х  i  Р у)  #  4 А  Р *  а Ъ 0

А тос ^ 2  +  (Px — ipy)as — pz a4: =  0 

4  ~ т 0с j as-)-(pJC-\-ipv)a:!-ir pza1 = 0  

Щ с ) a, - f  (рх — i ру) ал —pz а, ^  0

(19)

Эти линейные и однородные уравнения могут быть удовлет­
ворены одновременно неравными нулю а,- только в том случае, 
если детерминант
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W .
~  - \ ~ т 0 С 0 P z P x ~ \ ~ i  P y

о W .— -4- тп с с 0
Р х  — i p y P z

Р~« P x  +  i p y
W----- mncc 1

0

р х —  i p  у —  p z 0 W— — m0< c 0

(20)

равен нулю. Несколько длинное вычисление этого детерминанта 
показывает, что он равен

/W 2 \ 2
( с * ~ то 2С*-Рх2- Р у г — Рг-} ■

Он равен нулю, если W, рх, ру, Pz связаны хорошо извест­
ным соотношением релятивистской механики:

=  (21)
Предположим это соотношение удовлетворенным *). Тогда 

не только детерминант (2 0 ) равен нулю, но и все его субде­
терминанты первого порядка точно также равны нулю. Следова­
тельно, мы можем взять произвольно любые две из четырех а . 
Возьмем, например, произвольные значения А и В соответ­
ственно для аг и а4. Тогда уравнения (19) определяют ах и а„ 
и мы _находим

„ . pzk  +  {px +  ipy)b ' (рх ipy) А — В
w "' ’ 2 ~  w  ( ’-  +  — +  то с

Следовательно, мы видим, что плоская волна (18) определена 
целиком, если мы знаем амплитуды А и В.

Мы можем сделать очень интересное замечание в отноше­
нии формул (22). В новой механике, как и в прежней реляти­
вистской механике, мы можем сказать, что ньютоново прибли­
жение действительно, когда энергия W несколько превосходит 
энергию в состоянии покоя т0с2 (небольшие скорости по сравне­
нию со скоростью света).

*) Мы'принимаем в данном случае,, что W положительна, т. е., что по (21)
W г--------------------------мы имеем — =  +  у  т02 с2 -f- р 2 -+• р 2 -f- р 2.

Далее (главатХХ) мы зададимся вопросом, что может значить отрицательноеW ■' ---------------------------
решение — =  — у  т02 с2 - р 2 +  Р 2 +  р 2.
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Из (21) выходит, что, если ньютоново приближение справед­
ливо, каждое из количеств рх, ру, рг— очень мало по сравне­
нию с т0с. Вернемся к формулам (22): когда ньютоново приб­
лижение действительно, их знаменатели с большой точностью 
равны 2  тйс, и мы видим, что ах и а2— очень малы по срав­
нению с А и В. Отсюда выходит, что при ньютоновом прибли­
жении функциями Ч-̂  и 4’ 2 можно почти пренебречь по сравне­
нию с Ч; 3 и Чг4. Следовательно, в этом случае мы приходим 
к проблеме с двумя 'Г,-, как в нерелятивистской теории Паули. 
Особенно простым случаем, где ньютоново приближение при­
менимо в точности, является случай электрона в состоянии по­
коя; тогда функции 4',- суть:

4 '^ W ^ O ;  ЧГ, = А
2r. i —- т0 л П С* t »*• =  В е т а с21 (23)

Следовательно, в системе галилеевых осей, связанные с элек­
троном волны Ч5) и ЧС обязательно равны нулю.

4. Плотность и ток в плоской волне

Мы видим, что в отсутствии поля уравнения Дирака имеют 
решение:

и/ _ Р* А Н~ (Рх Н~ i Ру) В (WO pxx — pvy — ря г)

---Л-щс

Ч ' „
(Рх- ip у) А рг в  е~ ‘ (W t -  Рхх -  Ру у - р х г)

W i- 1Пп с

Ч'д =  А е2 CW t Рх х — Ру y — pz z) (24)
2 п /

= в е к- t~ р х х -  Ру у -  р г  К)

причем постоянные W, рх, pv, pi  связаны соотношением (21). 
Постоянные А и В произвольны при сохранении условия нор­
мировки.
■ Вычислим плотность ,о плоской волны (24).

^  Px* + P j + P * _
Р =  ^  4 7 4 :, =  A A*-f-BB*-f (AA*-f-BB*)

(AA*-fBB*)l 1

Ws
,2 — mo c

:W

tn0c

. W
(AA* -f  B’B*) W +  m0 c

(25)
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Точно таким же образом вычислим рих на основании опре­
делений (4)

■ с ('±7 т 47  * 7  +  U-; 4'2 7  v ;  7 )  =
2  рхс

Р И г

(А А*7ВВ*) W
7  / « 0 с

это же можно написать, принимая во внимание (25):
рх сг

Р Ч х  —  Р • W

(26)

(27)

Следовательно, составляющая их скорости потока вероятно­
сти есть

рхс-их W (28)

Составляющая vx скорости электрона в классической кон­
цепции такова, что

то vx, w
Рх ]/\ В- С 

откуда при сравнении с (28) получается:
их г»д-

(29)

(30)
Беря составляющие у  и г, мы получим формулы, аналогич­

ные (26), (27) и (28), и придем к выводу
ч,- г\ гп ' (31)

Короче говоря, скорость и вероятности в плоской волне
везде равна' скорости v, которую прежняя корпускулярная кон­
цепция приписывала электрону, ассоциируемому с этой плоской 
волной.

Вполне естественно, что в теории Дирака, как и в волновой 
механике с одной функцией 4', плоская волна соответствует 
случаю, где точно известно динамическое состояние частицы 
(рх ру рх, а следовательно и W, известны), но где положение 
совершенно неизвестно.

Выражения плотности электричества и плотности электри­
ческого тока здесь суть:

3  =  — <?Р ; j x =  — е р vx ; jy =  —- е р vy ; j x =  — ep vz, (32)
причем о имеет значение (25).



Гла ва  XIII
Собственный магнетизм электрона

1. „Пакет вероятности" в волновой механике

Первоначальная идея Уленбека и Г'аудсмита заключалась в 
том, что они считали электрон небольшим шаром электричества, 
находящимся во вращении вокруг одного из своих диаметров и, 
следовательно, обладающим (по крайней мере в своей собствен­
ной системе) магнитным моментом, направленным по этому 
диаметру. Эта концепция не может быть сохранена буквально 
в новой механике в силу невозможности приписать электрону 
определенное положение и структуру. Тем не менее, мы уви­
дим, что с помощью введения фиктивной „жидкости вероятно­
сти" в теории Дирака можно получить некоторого рода средний 
образ электрона, приближающийся к образу Уленбека и Гауд- 
смита. Для этого нам нужно сначала вспомнить несколько мо­
ментов из волновой механики с одной функцией У.

Когда мы представляем себе движение электрона, происхо­
дящее в большом масштабе, например, отклонение электрона 
магнитным полем, чтобы описать это движение классическим 
способом, достаточно приписать электрону локализацию, кото­
рая была бы совместима с соотношениями неопределенности. 
Ибо из формул легко видеть, что в обычных условиях опыта 
длина волны, связанной с электроном, значительно меньше, чем 
наименьшая длина, какую мы можем измерить непосред­
ственно. Из этого следует, что можно построить небольшую 
группу волн, образованную путем наложения плоских монохро­
матических волн с очень близкими частотами, размеры которой 
в нашем масштабе ничтожны. Следовательно, точное наблюде­
ние электрона может позврлить нам, не нарушая соотношений 
неопределенности, приписать электрону состояние движения и 
положение, практически точно определенные в нашем масштабе. 
Фиктивная „жидкость вероятности", плотность которой по 
определению равна интенсивности 'Г’Г*, в этом случае образует 
некоторого рода небольшой пакет, внутри которого сила прило­
женного поля может считаться постоянной. Тогда из теоремы 
Эренфеста выходит, поскольку пакет довольно точно совме­
щается со своим центром тяжести, что этот пакет движется как 
материальная точка, подчиняясь законам классической механики. 
Так как частица может обнаружиться только внутри пакета и 
размеры пакета практически ничтожны, все происходит так, как 
будто бы сама частица подчиняется классическим законам. Так
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в грубых чертах совершается переход от прежней к новой 
механике.

Но здесь нужно заметить, что пакет вероятности не пред­
ставляет внутренней структуры электрона, как это можно было 
бы думать с первого взгляда. Электрическая плотность — ер 
внутри пакета не представляет собой действительной электри­
ческой плотности, которая. существовала бы внутри электрона, 
который предполагается имеющим протяжение. В современных 
теориях электрон предполагают точечным, а плотность — ер, 
как мы это уже объясняли, представляет собой среднюю элек­
трическую плотность. Следовательно, пакет вероятности пред­
ставляет собой лишь некоторого рода средний образ возможных 
локализаций электрона. Именно это среднее представление в 
новой механике больше всего приближается к классической 
концепции электрона. Точно также не должны ли мы, изучая 
пакет вероятности в теории Дирака, ожидать появления соб­
ственного магнетизма электрона в форме, аналогичной первона­
чальной идее Уленбека и Гаудсмита? Вскоре мы увидим, что 
это так и есть.

Вспомним теперь, как можно получить простую модель па­
кета вероятности в волновой механике с одной функцией ¥  
(Дарвин). Мы предположим, что в первоначальный момент £=0 
волна ¥  имеет форму :

**+.у! + « 11

V (х, у, z, 0 ) =  а е 2 1 1  е
2 тс I

т 0 ( v x  х  +  v y  у  +  v x z ) (1)
амплитуда которой, имеющая сферическую симметрию вокруг 
начала координат, есть функция Гаусса от радиуса - вектора_1). 
Амплитуда становится ничтожной, как только расстояние от на­
чала становится небольшим кратным <з: можно сказать, что в 
первоначальный момент пакет имеет размеры порядка о. Второй 
экспоненциальный множитель в (1 ) представляет собой фазовый 
множитель плоской волны в момент нуль. Чтобы волна ¥  была 
эквивалентна группе волн, количество о, которым измеряются ее
размеры, должно быть малым по сравнению с длиной волны-— •
В силу крайней ничтожности этого последнего количества в 
нашем масштабе, тем не менее, можно пренебречь количеством а.

Дарвин изучал распространение пакета формы (1). Он пока­
зал * 2 *), что в течение достаточно короткого интервала времени
пакет в целом перемещается со скоростью v  таким образом, 
что в момент t мы имеем:

__3̂
*) Чтобы W была нормированной, необходимо иметь 1 а ) =  it 4 о 2 .
2) Развернутые вычисления можно найти в книге автора: Introduction

a 1‘etude de la Mecanique ondulatoire. Париж. Германн, 1930, глава Х1И,
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( *  -  v x  0 -  +  (У  -  •Ojf t ) 1 +  (z  v z  ф

*1' (x, у, 2 , t) — a e 2  ч’ ~

q~T lw 1 ~~ (vx x + vyy +Vz ^  (2)

Это находится в полном согласии с теоремою Эренфеста, 
Но пакет всегда имеет тенденцию с течением времени прогрес­
сивно расплываться.

Не останавливаясь на этом последнем пункте, мы можем ска­
зать, что сферический пакет Дарвина дает нам некоторого рода 
образ макроскопического движения электрона. Интересно вычис­
лить плотность и поток вероятности, которые ему соответ­
ствуют. Для этого мы должны воспользоваться формулами вол­
новой механики с одной функцией ЧГ:

р  = ¥  W * Р« =
h

4яг/и0 ЧГ gradlF •4'*gradW (3)

Мы легко находим в первоначальный момент: 
х'2 +  У2 +  а1

р == а2 е ^ р и — Ч' Ч’* v  — о v (4)
откуда

u =  v
Следовательно, движение вероятности (или среднего элек­

трического распределения) представляет собой конвекцию со
скоростью v, и с этой точки зрения пакет Дарвина дает сред­
ний макроскопический образ классического электрона. Перенося 
пакет Дарвина в теорию Дирака, мы увидим, как появится ма­
гнитный вращающийся электрон Уленбека и Гаудсмита.

2. Сферический пакет вероятности в теории Дирака

Теперь мы перейдем к волновой механике Дирака с четырь­
мя функциями 'F. Мы видели, что мы можем произвольно 
брать первоначальные амплитуды Ч1̂ и и что тогда *F2 и Ч'2 
выводятся из волновых уравнений. Тогда зададимся здесь пер­
воначальными W3 и Ч  ̂ в форме, подсказываемой (1):

Чг3 (х, у, z, о) =  А е 

Ч1* (х, у, z, о) — В е

х1 + V3 + г2 2 к i
та (vx  х  - f  vy  у  +  v z  z)

х* + У-Н32d2
2  i t  i------j -  т0 (vx  х  +  v y  у  +  v z  z) (6)

Предположим действительным ньютоново приближение. В по­
следней главе мы видели, что это значит. Тогда мы можем за-
9—01278
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A dW. h dW, менить~—. - 4 -} и „—. —гг 2ni dt 2та dt
Дирака дают

чл

на тйс‘ и два первые уравнения

h
2 тп с 2 тс г d V ^ / y ) ^

dlJ',
dz

(7)

Ч'.Г-Г 1 h [/ д . д dЧ"
2 т -  [0 с 2 tw I -т- -  i № 4  -V -4dx d vj J dz

Мы положим
д: + У~ Л 2 д / . | i

Р _ е-  - т ^ 1 -  е * (Vx' + "-v •" '■ г* ( 8 )

Подставляя в (7) значения производных Ч'3 и Ч1,, мы находим 
Чд (х,у, z, о) =

/ h 7  \ , h г4-п/\

(9)

1 А ^  -31 ) +  В (m0 (щ- +  i v>) +  J'__ . )

'1'2(0с, у, z, о) =

'2тас

2 /я0 с А ( т 0 (г», +  i vy) Х—^ \  - В (mnVz +

Эти формулы дают 47, и ЧЛ, в момент о для малого значе-
vния — . с

Функциями 47, и 47 2 можно почти пренебречь по сравнению 
с ЧГ, и 47 4, как это можно было бы предвидеть. 4

Если мы образуем выражение плотности р — ]У]гЧ7,-* 47,, двумя

первыми членами суммы ^  можно пренебречь по сравнению 
с двумя последними, и достаточно будет написать:

‘ х2 + у* + z2
Р —  (А А* +  В В*) е (10)

Вполне естественно мы должны иметь (нормировка):
* ‘ г+г°г _^1±£+J!_

(АА* +  ВВ*) I / I е 32 dx dy dz — 0 (11)

Помножая (10) на —е, мы получаем среднюю электрическую 
плотность 3.

Теперь нужно вычислить составляющие fTw. Здесь нельзя 
пренебречь ни одним членом, ибо в выражении этих количеств 
четыре, члена представляют собой произведения волновой фун-к-
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ции с небольшим значением на волновую функцию с большим 
значением. Например, мы имеем:

P « ,= .-c 0 iV 4 -4 +  ^V'i-34 - ^ 5*'p2 + ^  qri)f (12)
что в силу (7) и (9) дает:

Р И х А А* ч)х h у
2тп~ о2- Л  +  в в * V*

h у
2 т т0 а2 +

h
2 n im 0 п2 (А В* В А*)

х'+у’ + г’

Р ;2 тс тп
У

р их =  р vx - h
4 -к т

(В В* — А А*) А

(А А*-— В В*)

2:„‘(i  А В " -г В А*)
-*г+ .у® + *2

<?/

( г  Л - В  i  А  В * )  ■ -v ! дг
Точно также мы находим:

? Uy =  —  c (  — i « У  W*  +  /  W 2* -  i W 3* >Т2 +  * \ F t * T , )

.vJ +  yJ +  г г
е (13)

: Р «у +  х д
/г

4 г т о
р « г  =■-“

: Р +
Й

4ят»

(А В* +  В А*) Тг  -  (АА* -  ВВ*)

c C i ' S ' V t - w s W t + ' v ;  «г, пучу

(i А*В -  i А В*) £  -  (АВ* +  А*В) ^

х? + уг+ г1

(13 бис)
аг2 + у2 4-z2

Чтобы получить составляющие плотности среднего электри­
ческого тока, достаточно помножить рих, р иу, р и2 на —е, или, 
более точно, чтобы получить выражение в электромагнитных
единицах, на — е~. Тогда мы находим ;

е , eh 
J x ~  с ? V x J r 4 t z m 0 c

е , eh
J v  -------------- р V y  - г -  -------------Jy с r у 4iun0c

(В В* А А*)

-- (г А В* — г А*В) ^ j e  

- (А * В + А В * )^ -

д 1 х*+у + *а

(ВВ*- Л*А)
д 1 х2+у1 + г2

Х \
з2 (14)
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Теперь нужно объяснить эти формулы.

3. Доказательство одной из формул электродинамики

Чтобы объяснить формулы (14), нам нужна будет одна из 
формул электродинамики, доказательство которой мы и дадим 
в настоящем параграфе.

Известно, что магнитное действие постоянного тока плотно­
сти / определяется векторным потенциалом:

Если электрический ток считать состоящим из пучка движу­
щихся электронов и если 3 обозначает среднюю плотность за-

— *  — >

ряда в этом пучке электронов, то нужно положить у —3 и, при­
чем v есть скорость электронов предполагаемая равномерной. 
Но если электроны являются обладателями магнитного момента,
то выражение j  необходимо дополнить, принимая во внимание 
интенсивность намагничивания /, которое тогда имеется в пучке.
Мы хотим отыскать, каким образом j  зависит от I.

Пусть мы имеем маленький магнит, образованный двумя 
магнитными массами -f-jx и — «л., находящимися одна от другой 
на расстоянии I. Если а, ,3, у суть направляющие косинусы оси
маленького магнита, магнитный момент т магнита имеет со­
ставляющие :

Магнитный потенциал У, образованный магнитом в точке М, 
находящейся на расстояние г от его центра, есть:

причем магнитное поле выводится из А по формуле :

Н =  rot А (16)

тх — a >j. / — а т ту = 'im mz — -ym (17)

У. Е т -grad (18)



ТИЗМ ЭЛККТРОНЛ 133

II поле, образованное в М, имеет составляющие:

и , — £ 4dx ■ тх

H v
jY L
,dy '

_ d /
dz'

0- r
dx2 

d 2-

d 2 1
m y  , .-------r  III a

d x d v  d x d  z ,

d 2„ 1 1 '
г . rnix j 4- mv dy dx 1 -1

d*2Ir .m* x—i,-- +  tn dzdx  '

’y dy'1 
1

- /я. dy dz j

d -- d 2 1 \

dz d j; ^ n, z dz2

(19)

Фиг. 6

Мы покажем, что векторный потенциал А, ротором которого 
должно являться поле Н, определяемое (19), дается формулой:

т -grad — ( 20)

причем скобки обозначают некоторое произведение. Действи­
тельно, для Нх мы имеем:

и* (rot А)л

д \dz]

Оку d ! d — d-1-
d As г r
d у dz ~ 0 у \

3 * i

dx

д -  г
dx

,Д d 2-.
d'z'j >Пу dy dx m dz dx

m-.
d- 1 1

Гd у 2 ' d z 2 (21)

, 1откуда, в силу хорошо известного соотношения А — =  о, мы 
выводим для Нх первое выражение (19). Точно таким же обра­



134 СОВСТВЕННЫЙ MAI HIv

зом мы найдем выражения (19) для Ну и Hz. Следовательно, 
это и есть векторный потенциал (20), который соответствует 
магнитному полю (19).

Предположим теперь, что мы имеем дело не с одним ма­
леньким магнитом момента т, а с  намагниченным телом, имею-

—>
щим протяжение, интенсивность намагничения /  которого мы 
знаем в любой точке. Мы должны заменить в последних фор­
мулах т на Jd~  и проинтегрировать. Это дает:

х= /я /  - grad d ' (2 2 )

Предположим вектор /  на границах намагниченного тела рав­
ным нулю Тогда интегрирование по частям позволяет нам на­
писать :

(где V —объем намагниченного тела) и мы имеем аналогичные 
формулы для А,, и As. Тогда мы получаем векторное соотно­
шение :

А =
v

(24)

Если, наконец, мы имеем дело с телом, одновременно на­
электризованным и намагниченным, находящимся в равномер­
ном движении со скоростью v, векторный потенциал, созданный 
этим телом, в силу (15) и (24), будет:

-я/А = 8 V  -{- rot / d  т. (25)

Следовательно, он равен векторному потенциалу, который 
был бы создан током с плотностью : 7

7  =  8  ̂+  гоТ/  (26)
Формула (26) послужит нам для объяснения формул (14).
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4. Интерпретация формул (14)

Вернемся к формулам (14) и определим вектор /, задаваясь 
следующими значениями для его составляющих ;

е h *2+ у2 + г-
А" В -  АВ’» е ”

р  U Л  -  - f *  У ~  4 ~

Ivc = ~ - -  (i А В* — i А"' В) е i* - (27)4 - m0с 4 ’
eh х‘ +-|fJ +

А % ^ <вв“ - АА>1)е' •'
Вектор / —действителен (ибо и т. д.) и равен нулю

на границах пакета вероятности, т. е. в данном случае в беско­
нечности. При помощи этого вектора I мы можем написать фор­
мулы (14) в векторной форме:

j  — --- ^ т н -j-ro t/ (28)

Эта формула (28) представляет громадный интерес, так как. 
сравнивая ее с формулой (26), мы видим, что пакет вероятности, 
среднее макроскопическое представление электрона, не может 
отождествляться с простым шаром заряда — <?, находящимся
в движении со скоростью v, ча с шаром, одновременно наэлек­
тризованным и намагниченным, с интенсивностью намагничения,
равной /  в каждой из его точек.

Общий магнитный момент пакета есть вектор 9Л, который мы 
получаем, интегрируя вектор /. Принимая во внимание (27) и 
условие нормировки (11), мы находим для составляющих j)jfх):

е h
4 тс т0 с (— А*В — А В::)

eh А*В +  АВ» 
4 я тйс АА* +  ВВ:; 

eh i(  А В» -  А "В) 
4 л тис А А® +  В В* 

eh В В* -  А А®
4 it тпс A A* -* В B::

■*- + У 4-г
' dt~-

(29)

*) В действительности 33{̂  ч331 5Ш, только средние значения, как это мы 
точно показали в предыдущей главе. Следовательно, вместо 93? ( мы должны 
были бы писать и т. д.
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Следовательно, длина вектора ЯН есть:

I зн j =  V  Ш Т 9 П /:Гангт =
eh 1 /  (А*в +  А В*)2 — (А*В — АВ*)2 -f (ВВ* -  А А*)2 

4 я т0с }/ ' (А А* -)- В В*)2
eh

4'it т0с ’ (30)

Таким образом, пакет имеет магнитный момент, равный ма­
гнетону Бора.

Возьмем теперь формулу (13) и попробуем ее написать 
в виде: ?ux — pvx -\-pvx'. Нам приходится положить:

Vx h
2 тс т0р (В В* А А »)| ■(iA B*—«А* В) 4lii!l+£a е =

/г__
2 тт т0 а2

В В* — А А* , *АВ*—*А*В_ 
АА* +  ВВ* У  А А* -f-В  В* Z ’

принимая во внимание (10). Точно также мы положим:

(31)

hvJ  == 2 тс тп о?
- (А В* -}- А*В) _<£В *  — АА*) 
АА* +  ВВ* 2 АА* +  В В * Х

V, 2 тс
/ А В* — i А*В 
Л А*-1 В В* а: - (А В* +  А*В) 

А А* +  В В г 1-У . (31 бис)

Тогда мы полагаем:

h (АВ*-{-А*В)
2 я т0 а2 А А* В В* ’ Шу

— h i k W — гА*В 
2 тс т 0о2 АА*+ВВ* ’

_  —h В В*— А А*
° г 2 тст0 а2 ' А А*-(- В В* ’

Формулы (31) и (31 бис) принимают вид:

V j  =  <oy z —  y w t ;  V y  =  u>2 x  —  u>x z ;  v ^  =  iox y  —  W y x .  (33) -
%

Так _как^ по^ самому способу, каким мы ввели v', полу­
чается и — v - \ - v видим, что скорость вероятности есть 
сумма скорости v,^ перемещения совокупности пакета и внут­
ренней скорости v', происходящей в силу вращения совокупно­
сти, определяемого скоростью вращения ш с составляющими . 

шу, и*. Эта скорость вращения представляется вектором
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проходящим через центр пакета, параллельным Ш (ибо мы име­
ем ш*: Wj, : шг =  ; $Щг) и имеющим длину

: | =  Г  < Ц - « ,•+  (34)

Это внутреннее вращение пакета объясняет происхождение 
магнитного момента 9Л: оно тем скорее, чем меньше пакет.
Это легко объясняется, поскольку магнитный момент 931 дол­
жен всегда быть равным магнетону Бора. Таким образом, пакет 
вероятности в теории Дирака дает своего рода средний макро­
скопический образ магнитного вращающегося электрона.

С»

/



Г л а в а XIV

Тензор
„плотность электрического и магнитного момента"

1. Магнитный момент электрона Дирака в ньютоновом
приближении

В последней главе, изучая сферический пакет вероятности, 
определенный при помощи волновых функций (6) и (9), мы
пришли к вектору I, определяемому при помощи формул ('27;, 
вектору, который представляет интенсивность намагничения па­
кета, т. е. плотность { магнитного момента. Если мы примем 
во внимание формулы (6), мы можем написать формулы (27),
дающие составляющие I в виде:

4 i  4■*-
-W s V )

дч -дг;) (i)

V*'»)-
— t

, В этой новой форме выражения составляющих вектора I дей­
ствительны для каждой волны Дирака в ньютоновом приближе­
нии (т.'е. когда 4'j и Ч-‘2 ничтожны по сравнению с Ч'3 и Ч'4), а не 
только для сферического пакета вероятности, рассмотренного 
в последней главе.

Тогда составляющие среднего, магнитного момента электрона 
Дирака получаются после ■'интегрирования выражений (1) по 
всему пространству. Следовательно, мы имеем

eh
“ I J  =  -КШГе .1 I J  Т ,-W .*  Т )  Л

® , -  f  f  f i y л , = f f f  < - 1 i-y 'it+ i 'У "T)dr
e  hTIL

W
L d x 4 nm0c (2)

He нужно забывать, что все эти формулы имеют только ста­
тистическое значение. Если мы рассматриваем очень большое 
число электронов, находящихся в том же самом состоянии, опре­
деляемом теми же самыми функциями Ч'3 и Ч'4, и если мы для 
каждого из этих электронов измеряем, например, составляющую



вдоль оси А' собственного магнитного момента, мы получим раз­
личные результаты в зависимости от случая, но среднее значе­
ние полученных .результатов в совокупности будет 9К* формулы 
(2). Это и есть применение общих идей новой механики; в част­
ности мы будем помнить, что в силу примечания к главе VI па­
раграфа 3, выражения (1) не являются настоящими физическими 
плотностями в прежнем смысле, а количествами, которые необ­
ходимо интегрировать, чтобы получить средние значения (2).

Мы должны несколько остановиться на третьей формуле (2). 
Мы знаем, что, если измерить собственный магнитный момент 
электрона параллельно оси z, мы должны обязательно найти 
+  магнетон Бора. Уравнение Дирака особенную роль предо­
ставляет оси z именно потому, что вероятности этих двух пред­
положений должны выразиться просто при помощи Wi. Тогда, 
если мы посмотрим на формулы (2), мы увидим, что вероятность
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в полном согласии с идеями Паули, к которым возвращается 
теория Дирака, как только мы принимаем, как в данном случае, 
ньютоново приближение. Среднее значение (2) представляет 
средний результат измерения для большого числа электро­

дов в состоянии, определяемом при помощи \F3 и
Выражения составляющих I, т. е, выражения (1), инвариант­

ны по отношению ко всякому преобразованию пространственных 
координат. Это значит, что, если мы переходим от одной систе­
мы прямоугольных координат x y z  к другой системе прямоуголь­
ных координат х' у  z' , составляющие I в новой системе выра­
жаются при помощи новых волновых функций ¥ / , точно также
как прежние составляющие I выражались через (1) при помощи 'Г,-. 
Мы не приводим здесь доказательства, так как оно очень легко.

Но эта инвариантность не имеет больше места для преобра­
зования ЛоренЦа. Здесь проявляется характер ньютонового при­
ближения в выражениях (1). Чтобы получить релятивистскую 
инвариантность, нужно принять во внимание функции 'Ft и
и ввести три составляющие интенсивности намагничения / среди 
шести составляющих антисимметричного тензора второго порядка, 
как это мы увидим дальше.

2. Средний магнитный момент плоской волны в ньютоновом
приближении

Рассмотрим плоскую волну, определенную в ньютоновом при­
ближении при помощи двух волновых функций:

как отыскать -
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‘Г,

'В,

А е 

B e

2я/
"7/
2rJ
~h

[ v/t — m0vxx^m„vyy — m0vzz ] 

[w t — m „ v x  x  rn0 Vy v — т„ r.. z  J (3)

Каковы же составляющие среднего магнитного момента? Это 
легко найти при помощи формул (2), принимая во внимание
У Г Л П П И Р  Н П 1 И Л Н П Л Ш .  Н  Г |условие нормировки1).

Шу

ж

А*В — АВ;;е h
•1 - тч с АЛ " ВВ*

e h_j А В* i А*В
4к т0с АА* +  ВВ* 

eh В В* — А А*
4 к т0 с АА* +  ВВ* '

(4)

0  При написании условия нормировки может возникнуть затруднение, так 
как область интегрирования — бесконечна и, строго говоря, здесь следовало бы 
ввести собственные диференциалы. Но практически можно избегнуть этой труд- 
ности, полагая с самого начала область конечной с объемом V. Тогда условие 
нормировки здесь примет вид:

/ /  j  (! ls ~H Р) d т =  (АА*+ ВВ*) V =i 1
и из (2) мы выводим, например:

sto _  — (  _  д*в _ В*А ^ V =  eh  — А*В — В*А
4 u m of lv j  4тстпс AA*-f ВВ*

Так как этот результат точен, то как бы ни был велик V, формулы (4) ока­
зываются доказанными.
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Формулы (4) совпадают с формулами (29) предыдущей главы. 
Мы могли бы этого ожидать, ибо упомянутые формулы (29) 
действительны, каково бы ни было значение и в формулах (6), 
и, если мы заставим з стремиться к бесконечности, то сфери­
ческий пакет предыдущей главы будет стремиться к плоской 
волне (3).

Отметим направление вектора ЭЛ в системе сферических ко­
ординат 0 и ср.

Тогда мы имеем:

Ж*: Ж.„: Ж  =  ( -A*B —АВ*):(*АВ*- i А*В): (В В* — А А*) —
sin 9 COS ср: sin 9 sin ср : cos 9,

откуда легко вывести:

6 6 / 6  =  2 ctg - j  cos to: 2 ctg sin to: (ctg2 ----3

Мы удовлетворим уравнениям (6), полагая:
В_
А =  ctg 9

2 е

( 6 )

(7)

и комплексное соотношение (7), эквивалентное двум действи­
тельным соотношениям, показывает нам, как ориентация ЭЛ свя-

Взана со значением отношения -г--.А
Эту связь можно выразить следующим образом (Дарвин, 

Иордан): рассмотрим шар с радиусом равным единице; ориента­
ция вектора ЭЛ Определяется координатами 9 и ср точки М, в ко­
торой этот вектор пересекает шар. Спроектируем эту точку М 
стереографически на плоскость экватора так, чтобы центр про­
екции находился на северном полюсе.

Точка проекции т имеет координаты
6 6л: — ctg -у cos ср v =  ctg -g sin ср. (8)

Если мы рассматриваем плоскость ху, как плоскость одной 
комплексной переменной, аффикс точки т есть ctg— и по(7) 

Вравен — д . Отсюда получаем следующий результат: отношение
P i
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— -д связано"с направлениемдиагнитноп\момента1тем,же самым
соотношением, которое связывает аффикс точки в плоскости ком­
плексной переменной с направлением, которое ему соответствует 
в шаре при стереографическом проектировании.

3. Тензор „плотность магнитного и электрического момента"
Мы уже видели, что выражения (1) обладают инвариантностью 

по отношению к преобразованиям пространственных координат, 
но не обладает ею для преобразований Лоренца. Тем не менее, 
можно отыскать шесть квадратичных комбинаций четырех функ­
ций W,-которые преобразуются при изменении галилеевых коор­
динат, как составляющие антисимметричного тензора второго 
порядка. Вот их выражения, которые все действительны:

=  1_= — — — /у  * у  л. у/ * у  __у  * у __ у * у
® 4 к т 0 с  \  1 2 1 3 4 4 3

е h

е h
■чу — Ч' - 4ктпС

л
 1

-
м ??•

W  * . к х 2 а 3 а 4 Ч 'к

— i 4 ' * Чд — i Ч

eh 4
V Iеп . v i~  ---------I 7 , у , • а, а, а, 44 К тпС k 3 1 4
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I. =  -  — ( 4'* '4' — W* 4'., — М■ * ;Г,+ >4*,* 4\ )4 it т0 с \ 1 1 2 - * ! г 4 4 /*ху
4

eh . V  „• ••-------- г • .,34,:л' • а, а., а, Ч А.4 пт. с 1 1 - 1‘о *- |

■ V  „■ * .... l 2_,by4 * ■ а. a, 4 ,4 я те0 c fc л 1  ̂ л

4 ^ 7  < “  Wl* 4'»+  'V * 'F"- -  Wy

eh
4it m0c i У Л *

аг{ -- Лг : e h
4 те m0c i 4\* V, — i W* W4 — i 4 '/  4 \ +  i W* Wt

eh
4 it m0c

i  \ '  '4' * . 7 7,4' l V  * *  Я 3 1 ft. (9)

При помощи 6 количеств (9) и полагая соотношения антисим-

строками и 4  столбцами:
0 У ху У хг Ух(

' [■‘■ух 0 Ууз tV
У гх 0 [xz i

Н х th y v-tz 0
(Ю)

Легко проверить, что таблица (10) определяет антисимметрич­
ный тензор второго порядка. Для этого достаточно проверить, 
для каждого ли из трех простых преобразований, на которые 
можно розложить общее преобразование Лоренца, yt} преобра­
зуются согласно схемы:

y-ij = 2 »  f -id axk ctxi ( in

{ J Мы опускаем эту длинную неинтересную проверку.
1 Если мы можем пренебречь волновыми функциями и 4',, 

что возможно, когда действительно ньютоново приближение, 
количества ууг, \izx и уху соответственно сокращаются до' 
1х, 1у и I* формулы (1). Таким образом, вполне естественно ду­
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мать, что этй три составляющие ;j- суть три составляющие сред­
него намагничивания I в их точных релятивистских выражениях.

Но что представляют собой три составляющих \iyt и р.*«? 
В теории относительности, чтобы определить антисимметричный 
тензор второго порядка, мы должны объединить магнитное и 
электрическое поле. В своей статье о магнитном электроне до 
теории Дирака Френкель показал необходимость дополнения 
магнитного момента электрона электрическим моментом1). Вот 
как рассуждал Френкель. В прежней теории магнитного элек­
трона он является частицей, обладающей собственным магнит­
ным моментом; в системе координат, где электрон находится в 
движении, вокруг него должно создаться электрическое поле 
под влиянием его магнитного момента, ибо точно так же как 
в движении электрический заряд эквивалентен току и создает 
вокруг себя магнитное поле, в движении магнитный полюс соз­
дает вокруг себя электрическое поле. Следовательно, в движе­
нии магнитный электрон должен обладать электрическим моментом 
и, чтобы удовлетворить требованиям принципа относительности, 
три составляющие электрического момента должны объединиться 
с тремя составляющими магнитного момента так, чтобы образо­
вать антисимметричный тензор второго порядка. Таким образом, 
мы приходим к рассмотрению pyt p3f, как трех составляющих 
плотности электрического момента.

Шесть количеств (9) позволяют образовать 2 инварианта, т. е. 
это значит, что существует две комбинации щ-д значение кото­
рых одинаково во всякой системе координат. Эти две комби­
нации следующие:

I* — J* = . т 2 ; 1 ■ 1* J 3 +  1]/ i Z •J,2;
I ( I  • J ) =— 1д. J x  - f -  Iy  J.V ~р  С Д - ( 12)

Действительно, введем уже встречавшиеся в главе XII пара­
графа 3 два инварианта:

Й1 =  у *  W, +  У *  W ,  -  W *  У3 -  'ГД ч \  2 , V  • ̂  1|*
)

L>3 =  i Ч\* ЧГ, 4- i ЧГ* Ч: 4 - - i — Щ '* =
4

==2 к чг**-*1 *3***1 'гл- i
Легко проверить соотношения:

(13)

Р -  J2 =  I Г ( 2Д -  (-Д2);(Г • Т ) - ( (14>eh
4 ътпс 4 г. т0 с

которые показывают инвариантность обоих количеств. Впрочем, 
с тензорной точки зрения эта инвариантность очевидна, ибо, с

1 geitschrift fu r  Physik, 37. 4 — 5, стр. 243.
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одной стороны, I2 — J2 является „длиной* пространственно-времен­
ного тензора, а, с другой стороны, скалярное, произведение

( I  '  J  ) Г у н  1̂ 2 < - J -  \>-гх Р у /  " Ь  \х х у  !Az t

которое, очевидно, является инвариантом по отношению к пре­
образованиям пространственных координат и для простого пре­
образования Лоренца тоже не изменяется, как это легко про­
верить. Отсюда следует его инвариантность для общего преоб­
разования Лоренца.

Как и , раньше, мы можем заметить, что выражения (9) не 
являются физическими плотностями в прежнем смысле слова: 
это только количества, которые нужно проинтегрировать по 
пространству, чтобы получить средние значения составляющих 
магнитного момента и электрического момента электрона. Эти 
два средние момента, которые мы будем обозначать через 9Я и 
s$, даются формулами

причем векторы I и J определяются их составляющими (9). Вполне
естественно, что значения составляющих 9JK и т. д. следует ин­
терпретировать статистически. Итак формула:

ЭЙ,= е h
4 те /я0 г

( V ^ r . IF  *  YV .* 2 Г 2 .W * ' 3 •3+ V 4' 4) * (16)

означает, что 
роятнбстью

измерение -ЯК* может дать значение 4~ —------ с ве-4 те от0 с

j  ( 4 . - * y i +  W i

и значение — е h-------  с вероятностью4 те тй с

'1 \ ) d -
/

В силу условия нормирования W* сумма обоих вероятностей равна 
единице.

Рассматривая прежний чисто корпускулярный образ электро­
на, Френкель1) показал,-что магнитный момент 9JI электрона в 
системе, где его скорость есть V, должен быть связан со своим

*) Там же.
10—01278
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электрическим моментом в той же системе при помощи со­
отношения:

9)1 - v (17)

Мы убедимся на примере, что соотношение Френкеля оста- 
ется_ точным и в теории Дирака.

4. Простой пример: плоская монохроматическая волна

Воспользуемся формулами главы XII, параграфа 3, беря для 
простоты направление распространения плоской волны за ось z. 
Тогда рх =  ру - О и четыре W, имеют форму:

2я / , 2я/
Ч\, =  А е * (т Р*г) ; Ч:‘4 --- В е k т

Ч, W
Р* А
+  т 0 с

и- е т« и
' ‘ - - У - А - ъ с

При такой форме 4',. формулы (9) легко дают:

eh (А*В -\~ А В*) ( \ - Р*
4тст0 с W

J.r =
eh

\ 1 с
2 ip

4 тс тй с W _|_ с

+  тос 

(АВ* — А*В)

(18)

i J g i _(AB* — BA*) / 1-; Pz4 тсот0с W ,
, 7  + Vv

У

T,
eh 2ps

4 ~mn c W ,
0 +  m 0 c

(АД5 ! ABM (19)

<? h
4 к mnc (BB* A A*) / !■ W m0c

J, =  0.

Без всякого труда мы убеждаемся, что:

П-.1) О. ( 20 )
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К тому же это является следствием второй формулы (14), 
ибо инвариант в данном конкретном случае1) есть нуль. 

Исследование формул (19) дает соотношения:

Интегрируя соотношения (21) по всему пространству, чтобы
ввести составляющие 9Jt и мы видим, что соотношение (17) 
Френкеля доказано (ибо vx — vy — Q).

Когда действительно ньютоново приближение, отношение

жен по сравнению с единицей. Тогда для l.t-I_y 1* мы находим значе­
ния, которые получаем, исходя из формул (27) предыдущей гла­
вы, заставляя о стремиться к бесконечности. Результат, кото­
рого можно было ожидать.

На основании общих формул (19) и (20) можно сделать сле­
дующие замечания: вектор J нормален к плоскости, определяе­
мой вектором 1 и вектором р\ если скорость стремится к ско-

W ,рости света, т. е. если pz стремится к — (которая тогда во мно­
го раз больше тйс), трехгранный угол, образованный тремя век­
торами р, I и Л, стремится стать прямоугольным, в то время как 
длины 1 и Л стремятся стать равными.

1) Действительно, этот инвариант можно, очевидно, вычислить в кькой-угод- 
но галилеевой системе, например, в системе, где скорость электрона равна ну­
лю; в такой системе V, — <('2 — О и (13) дает Q2 =  0.

X (21)



Г л а в а  XV

Матрицы и первые интегралы в теории Дирака. 
Собственный момент вращения электрона

1. Собственные значения и функции уравнений Дирака

Собственные значения и функции уравнений Дирака легко 
определяются по аналогии с теорией с одной функцией Ч\ 

Когда внешнее поле независимо от времени, существуют мо­
нохроматические решения уравнений Дирака, т. е. решения, где 
четыре ЧД зависят от времени одним и тем же экспоненциаль-

ным множителем е н Тогда четыре ЧД удовлетворяют урав-

Значения постоянной W, для которых существует, но мень­
шей мере, одна совокупность ЧД, конечных, однозначных, непре­
рывных и равных нулю на бесконечности, суть „собственные 
значения" уравнения (1). Следовательно, одному собственному 
значению W„ соответствует, по крайней мере, одна совокуп­
ность1) собственных функций ЧД „ ЧДПЧД„ и ЧДП. Мы даем по 
два индекса каждой из ЧД причем первый индекс введен тео­
рией Дирака, а второй это тот, который характеризует соответ­
ствующее собственное значение.

Следовательно, четыре функции ЧД п, соответствующие соб­
ственному значению МД, по определению удовлетворяют урав­
нениям :

В виду того-, что четыре функции ЧД „ можно умножить на 
одну и ту же произвольную постоянную и они при этом не пе­
рестанут удовлетворять уравнениям (2), мы видим, что каждое 
собственное решение определено только с точностью до посто­
янного комплексного множителя. Модуль этой постоянной опре-

‘) Совокупность 4 собственных функций ЧД п можеГ быть названа „соб­
ственным решением" уравнения (!). ,

нениям :

з



МАТРИЦЫ И ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В ТЕОРИИ ДИРАКА 149

желяетсн при помощи условия нормировки, которое, как мы уже 
внаем, нужно написать в виде:

| X . ' Г « 'Г' • « ^  ! • (3)
• 1

Мы теперь покажем, во-первых, что все собственные значения 
Wп действительны, во-вторых, что, если собственные функции 

п и Wk. т соответствуют различным собственнымзначениям W,, 
и \Ym, мы имеем условие ортогональности:

. 4

I 2 ,, 'v*b. М * » d'  =  0. (4)

*Л ,« =  0; (« -1 ,2 ,3 ,4 ) (5)

Действительно, если функции ЧД, п удовлетворяют уравне­
ниям (2), функции Ч ' \ т удовлетворяют уравнениям:

v ) + i , « r p , ' - ,  ■«,*<*,*

По множим (2) на W*kt т и (б) на 4Д „ ; просуммируем по ин- 
х.-ксу к и вычтем; получаем:

W _\у * 3
J l n ( J f *  Н Г  . Н 'й :  V  „ . p  . f ,  _g  v к у т *  к, п * к, т ® i • i ^  к, п

4

V

'! к, п 2 ,  а , - *  Р i *  • 4  4 “  т 0 С *К, т а 4 ^  * ,  п - р

+  4-к, „ а*+ W*ki т) (6)

Далее мы покажем, что, если F есть линейный оператор, 
действующий на координаты (а не на индекс к Дирака), мы имеем:

4 4

m • Fa, Чк, я =, 2 k  F *'*> » ■ »; (i =  1, 2, 3). (7)

Действительно, учитывая эрмитность a/( мы находим : -

2 *  Ч< * * .  т Р '<х« к, п —  2 К  ^  * к, т '  F  2  - ( a / ) * ,  J П =

1 1 1
4 4

й  ^ « г ,  т (?п)к, j  F Ф  у , п =  2 , .  к  ^  * к .  т ( a >'f )j,  к  F * 4 п =  

1 ' 1 '*

Z F'^я' я ■а<*ч'*- *• (8)
1 1 

Что и требовалось доказать.
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Приравнивая F единице, как частный случай, мы сначала 
выводим из (7):

4

У  V * k ,  т  я ,  „  =  У  W K ,  п  • « , *  Ъ ' * к ,  т  ( 9 )

Таким образом, в (6) члены с екх, еАу, екг и т„с: исчезают. 
Следовательно, уравнение (6) приводится к:

4 rw „_w  *vv п vv« m* qr
------------*  к, m ^  н\n

Jl
2 s t  
h

\p*

-  c
d

k,mi d x ai - Ь ^ ‘ч +  ^ а*)4''* »-

-—!XVK „ I - x 2 m  K’n \dx

По (7) мы имеем:

4 ’**■ ”'7 Г ,Хi «ох

^  <?уЛ* +

] " 1 
и формула (10) принимает вид

V л
дх

VJmdh1
W „ - W „ *яг \J'*

( 10)

• ах* Н'*А.( m и т. д. (1 I V

к ,  т  • Т дг, П 9  Л г I д X ̂  *’" V

~ Ь  ~ fj~ y  ( 4  К , п  • 7- С  4  %  т ) Н ~  ^  ( 4  К, л 4  * К ,  т )  ^ = 0 (12)
При интегрировании но всему пространству член между фи­

гурными скобками дает нуль, так как равны нулю на бес­
конечности, и остается

W„ -W,„* 
с 2*. 4 ' т 4 *> я 

1
0 (13)

Если мы сначала возьмем /г т, то из (13) выводим, чт« 
W„* — W„, для каждого значения п, и это значит, что все W„ 
действительны. Если затем мы возьмем пФт,  памятуя, что по 
предположению W„ ф  Wm, из (13) мы выводим формулу ортого­
нальности (4). Таким образом, теорема доказана.

Соотношение ортогональности, вообще говоря, не имеет ме­
ста для двух собственных решений, соответствующих одному и 
тому же собственному значению (случаи вырождения). Но тогда 
собственные решения, которые соответствуют одному и тому же 
собственному значению, определены только с точностью до ли­
нейного преобразования, и мы всегда можем выбрать эти соб­
ственные решения так, чтобы они были ортогональны.
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Случай сплошных спектров собственных значений дает место 
тем же замечаниям, что и в волновой механике с одной функ­
цией ЧГ. Вообще говоря, параллелизм обеих теорий здесь пол­
ный. Тем не менее, нужно отметить одно различие: в формулах, 
в которых вводится интегрирование по пространству, как, напри­
мер, формулы нормировки и ортогональности (3) и (4), в теории 
Дирака необходимо производить суммирование по индексу к. 
Наличие этого суммирования станет вполне естественным, когда 
мы разовьем синтетическую точку зрения, по которой индекс к 
считают некоторого рода дополнительной прерывной переменной 
(см. главу XVI).

2. Матрицы и первые интегралы в теории Дирака

В волновой механике с одной функцией Ч" каждому линей­
ному и эрмитовому оператору А соответствует матрица, элементы 
которой определяются по формуле:

Атп -  I ЧГт* A(V„)dx,
. ' П

(14)

где dx -элемент объемачобласти D, в которой определена функ­
ция 'F„. Тогда говорят, что оператор А является первым инте­
гралом для рассматриваемой проблемы, если все Атп независимы 
от времени, и мы видели, что, полагая

h д_
2 it I д t ’L =  H-

необходимым и достаточным условием для того, чтобы А был 
первым интегралом, есть

LA AL 0. (15)

Как же мы перенесем эти определения в теорию Дирака У 
Чтобы определить матричные элементы, мы примем во вни­

мание замечание в конце последнего параграфа, т. е. мы будем 
накладывать на интегрирование, фигурирующее в прежнем опре­
делении (14), суммирование по индексу функции ЧД Дирака. 
Следовательно, матричные элементы, соответствующие линей­
ному и эрмитовому оператору1) А, определятся из соотношения:

. 4

Аи
, ! Л

т А (¥ а: „) dx. (16)

Мы всегда будем говорить, что А есть первый интеграл, если 
все Атп независимы от времени. Чтобы отыскать условие, ко-

*) Естественно, что в теории Дирака оператор может действовать в одина­
ковой мере н а  индекс к, как и на координаты.
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горое выражает, что А есть первый интеграл, мы напишем сим­
волическое уравнение Дирака в сжатой форме:

еде :
Ь(ЧГ) =  0

ь = (р 4+ 2 л р,"Ьа*/п°с

и мы заметим, что, полагая:

Н е V Д- .с р<- +  « 4  т0 с2

(17)

(18)

(19)

мы можем написать 

i. =  ! .. . h в \ h дЧ'
" Н +  2 it i Tt)  ; 2Vi Ж  =  Н ( 1 , (20)

Оператор Н, определенный через (19J, есть гамильтонов опе­
ратор в теории Дирака. Оператор Н -эрмитовый, т. е. он удо­
влетворяет условию:

4 4

Г У  ' V * Km н (ЧД, я) dx =  f  у  ЧДЯ Н* ( ' ¥ \ ,  т )  dx (21), 
J  I) . ’ D

для всех значений / п и л .  Уравнение (21) —очевидное обобще­
ние условия эрмитности механики с одной ЧД Оно просто вы­
ражает, что по определению (16) мы имеем ¥\тп =  Н*пт. Фор­
мула (21) легко доказывается, если принять во внимание эрмит- 
ность а,- и свойство ЧД<Я быть равным нулю на границах D 1).

9 Чтобы доказать это, в (21) замещают оператор Н его выражением (19) и 
проверяют, действительно ли соотношение (21) для каждого члена. Для членов, 
содержащих V, доказательство — прямое. Для членов, содержащих А̂ ., Ау и Аа 
мы имеем, например:
4 4 4 4 4

У ,  « А* V  (а*)к/ ЧД. „ =  у .. е Ах т V k * ЧД,„ -  V*j. т е Ах V .), т

в силу эрмитности и соотношение (21), таким образом, доказано для эт^к 
членов. Остаются такие члены, как

2 * 2 т. i д х  ’ ’* •

Раньше всего мы имеем, всегда в силу эрмитности а,.:

и л  и 4 6W*- *
■2 я i 2 f t , /  Ъ~х *■ j  ^  2Д7 2 /  d x ”  2 ,  (“1 )A - 'f’fc, «•
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Чтобы выразить, что А есть первый интеграл, мы напишем 
дАт, ~ 4

д t .U * А дЩ.п
dt j V т  т ) ~ ( -

д 4r*t
dt =  О (22)

Затем, так как мы имеем L (Ч „) О и L* (Ч'*А, т) == 0, мы заме-
W*.n  , 2 чdt  соответственно на — Н(ЧУ*.„)ним производные j y  и 

2niи ------jj- Н* (Ч '\  т), а это нам дает :

d Ат п 
d t Li Ф*к m АН (Ч" кп) 4-

+  V% « п) — —  Н* (W*K т) А (Чуп) I d х. (23)

Это выражение может быть преобразовано при помощи фор­
мулы :

Г 2 ,  Н* (ЧГ**. m) A (WK, п) dx =  f  2 ,  « НА (ЧГ* „) (/х,
D j J  D j

(24)

которая доказывается как (21). Перенося (24) в (23), мы находим 
d Ат, п " 4

d t \ L ±  ̂ • [ w + t ,a h - ha)
4T*edt. (25)

Из (22) мы делаем вывод, что необходимым и достаточным 
условием для того, чтобы А был первым интегралом, есть :

дА , 2ягw + T (A H -H A ) =  0, (26)

ибо Wft#n образуют полную систему.

заТЬм, после интегрирования но частям, так как Чу п равны нулю на границах D: 

h Г 4 д Ч-*,. m 4
T T i j D  %  д х  2 f c « d T  “  ~J D 1 1

~  i v . i  f D m 2 fc  (a,V, к - j j -  =  j  D 2 *  » (— 2IT/ r f J Ji 41 *<л
I 1

Что и требовалось доказать.
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Условие (26) мы можем написать еще иначе, заметив, что 
для какой-нибудь функции /м ы  имеем:

/ А1 / ) - = ^ - ( / ) + А( ^ ) .  (27)

откуда символически:
д А 
d t

д
д t А (28)

Следовательно, замещая оператор ^ j  в (26) на его значение 
(28), мы имеем :

LA AL =  0 -(29)
в силу (20).

Условия (26) и (29) имеют ту же форму, что и аналогичные 
условия механики с одной ’К, но с другим определением опера­
торов L и Н.

Мы заметим, что, вводя определение (19), Н из уравнения (1) 
может быть написано в виде

Н (Ч/) =  W4/. (30)
Итак, собственные значения W*, определенные в параграфе 1. 

суть собственные значения гамильтонового оператора, т. е. соб­
ственные значения энергии.

3. Примеры первых интегралов. Собственный момент вращения
электрона

Сначала мы проанализируем, в каком случае гамильтонов 
оператор, соответствующий энергии, является первым интегра­
лом. Для этого нужно, чтобы:

LH HL

ли проще

Н h д 
2 тс г dt Н — Н

д t

н  +  - ~ - А \ = о ,' .n id i

н dt  d t

(31

(32)

Следовательно, необходимым и достаточным условием для 
того, чтобы энергия была первым интегралом, всегда является, 
чтобы внешнее поле (определяемое здесь 4 функциями V, Ах, 
А у, А*) было независимо от времени. Это теорема сохранения^ 
энергии в механике Дирака.

Точно также легко видеть, что, если векторный потенциал 
равен нулю и если скалярный потенциал не зависит от одной 
из координат, скажем х, составляющая, соответствующая коли-
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честву движения \рх ~ h д
2 ni дх есть первый интеграл. Это

теорема сохранения количества движения.
Гораздо интереснее изучение теоремы сохранения момента 

количества движения в теории Дирака. Действительно, мы ви­
дели, что в волновой механике с одной функцией 4’ момент 
вращения вокруг оси z, соответствующий оператору:

М, -  хру УРх =
h

i (33)

есть первый интеграл, если силовое поле обладает цилиндриче­
ской симметрией вокруг оси z. Мы увидим, что этого резуль­
тата не существует в механике с четырьмя функциями W, и мы 
будем искать, чем он должен быть замещен.

Сначала проверим, что в поле, образованном скалярным по­
тенциалом с цилиндрической симметрией V (р, г), где

? =  V x 2+ y 2,

М* не является первым интегралом в механике Дирака. Для
этого мы должны показать, что Мг не коммутирует с L. С са-

,, h д h дмого начала очевидно, что Мг коммутирует с -jr—.-y-i, а, -—.2 ViOZ ’ 2viuZ
g

и оч т0с) он коммутирует также с членом -— V, ибо мы имеем 
(в операторном виде):

V у дх ду
д \ д V

■х г у г = х ъ ~ у
дЧ
д х (34)дх д v I \ дх  

это равно нулю, так как по предположению V зависит только от

р =  V х2 - У  у ' 1 ■
„  h дНо зато М г не коммутирует с членами с — ~
ибо мы имеем

h д 
2тт i ду

h д h jd_\ h / д__ д \
Jy2r: idx 2~ i dyj  2-!t i y  д х  * д у)

h i  д д \ / h d _  h d
2 it i y  d x  Jy  j ( 1 2 ni dx 2 2 n i dy

_  h - i d___ a \
~~ 4тс4 ( '2 Ъх  Я‘ д у } ’ (35)



Итак мы вобщем имеем :

L М, — М„ L - Д -2 ( а, -  - а, ^  ] (36)
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д
д v

и Mz не является первым интегралом. 
Тогда мы рассмотрим оператор:

Ns =  Мг — а .,
к

4~ i ’ (37)

Этот оператор — эрмиговый, ибо произведение двух матриц 
у.х и <х2, которые эрмитовы и антикоммутативны,— антиэрмитово, 
а частное от деления на i — эрмитово. Мы покажем, что 
в данном случае Nz есть первый интеграл. Для этого возьмем 
разность:

к к. —«1 а0 . L.1 -4^г - 4 лг

Члены с V и аАт0с, очевидно, коммутируют с
к дто же самое происходит и с членом яз о “ 7Г- в СИЛУ свойства,.

jLi 1C I  С/

Следовательно, остается :

L a.j a2
h

4  i t  /

Л гД a.., -  . L =1 ' 4 -  i
h2

8 it2' *1«1 a2^  +  a2ai

находи^:
. Л к . k}
L  a.. a3 - — : —  a. a, — . L  =  —

1 4  i t  i  1 2 4  i t  i  4 i t “

Из этого мы выводим соотношение
L Кг — Ыг L =  О

д д д | (38)ду О a2 -ах - W *  д у \

аг а2:~ ~ а 1 и Я1 «2 *1 =  — *ч> М Ы

д
д х д м г-м д . (39)

(40)
и видим, что N* есть первый интеграл.

Мы можем применить рассуждение, аналогичное предыду­
щему, для составляющих с индексами х и у, переставляя оси. 
Тогда мы видим, что в теории Дирака общий момент вращения 
электрона есть вектор с составляющими :

N.t =  M.v -j— S.v Nv — My -4- Sy Ns =  Mz -}- (41)
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причем операторы, соответствующие Мх и т. д., суть:

Мл h
: я i ду '

д \  h i d  д
-у ^  I ; M v — тг- ;1  -------г

Мг =

д z ,
h I д

z 2 к i ( Х ду

2тсД dz dxj ’ 
д \ (42)

Sr h
4 - i' Я2 а3 л _ ; i Sу - %Ча \ л ■ У S2 : J 4 тс I

h
■ «1 «2 л •1 2 4^г

МдгМуМг суть составляющие „орбитального" момента вращения 
электрона, и вполне естественно это приводит нас к тому, что 
мы считаем S.*, Sv, S2 составляющими собственного момента вра­
щения электрона, т. е. „спина".

4. Явное определение Ns. Знак собственной массы для волн чу

Очень интересно явное вычисление оператора N*, соответ­
ствующего привилегированной оси г, и посмотреть, какие полу­
чатся результаты при его последовательном применении к четы­
рем Чл.

Исходя из известных нам значений Н и а2, легко вычислить
при помощи правила умножения матриц ироизведение (*! а2 и мы
находим :

— г 0 0 0
00

+  1 
о —-

0
1

0
0 (43)

0 о 0 "Ь г ;
Отсюда мы легко выводим:

N.0D1) - M .( 4 '1) + Д ч - г

N,et-2)=.-AM'r2) -  Д ч у
;  (40

N. (Ч':,)== М2 (Ч':!) 4 ^1/,

Итак, из формул (44) мы видим, что для волн с нечетным 
индексом собственный момент вращения есть > а для волн

hс четным индексом — — .4 те —
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Напишем среднее значение N,. Мы имеем :
4

n 2 =  I I ' j' 2 , ,

=  М, +  { - [  I f  Г1 V: -  V  t s +  'V  -  w4* W4] dr. (45)

Эту формулу нужно объяснить так: собственный момент 
вращения электрона вдоль оси z может принять только два зна- 

h hчения .— и — -г—, причем вероятность первой возможности есть 
4 тс 4 я

а второй
f  f  f  l'* V* '1 -j : 4

Тогда сравним формулу (45) с формулой (16) главы XIV, ко­
торая дает средний магнитный момент электрона вдоль oz :

Мг =  4 ^ Ь  f  (  I (Wl* “  * *  V1’2 ~  ^  +  *** dx- (46)

Мы видим, что можно привести в соответствие: 

волне Ч-'., магнитный момент

момент вращения

волне Ч‘4 магнитный момент

момент вращения

Мы уже видели, что для этих двух волн, которые являются 
преобладающими в ньютоновом приближении, отношение двух

емоментов равно-------- , как и следовало ожидать в силу двои­
ло с

ного магнетизма вращающегося электрона г).
Но для волн Wj и ЧГ2 мы получаем неожиданный результат. 

Действительно, по (45) и (46), нужно привести в соответствие:

4ът0с
h

4ic ’
е h

о1 

/7

4 т: '

-ь

4 т.тлс

£
!) Отношение--------действительно является двойным нормальным отноше­

но с
нием, данным формулой (7) главы IV.
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волне Tj магнитный момент

момент вращения 

волне 4'2 магнитный момент 

момент вращения

I еоткуда отношение двух моментов —  , значение, которое от-
С

личается своим знаком от ожидавшегося значения.
Откуда происходит эта аномалия? Чтобы это понять, заме­

тим сначала, что все происходит так, как если бы в том. что 
касается волн 4'j и 4'2, собственная масса электрона была —т0 
вместо т0. Это хорошо видно из тех же уравнений Дирака:

Р4 -j- ч-t Pi -}- oi4 trifj С \ 4 k 0 (к 1, 2, 3, 4), 47)

если учесть явную форму матрицы а4:
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 — 1

Член с т0 имеет различный знак, с одной стороны, в двух 
первых уравнениях (47), а с другой стороны, в двух последних.

Это можно выразить словами как: в теории Дирака собствен­
ная масса т0 прежней механики замещена оператором —а4от0. 
Так как:

--  а4 т0 4', =  та 4\ ; -  а4 т0 с 4'г =  — т0 4 ',;
-■  а г т о с  1К3 =  т й ф , з ; —  * 4  т о с  Ч?'* =  щ  ( 4 9 )

то очевидно, что волнам 4'3 и 4'4 соответствует масса т0, в то время 
как волнам 4Г1 и 4Г2 соответствует масса —тй. Если теперь чи­
татель вспомнит рассуждения, которые предшествовали фор­
муле (32) в главе X, он лучше поймет это явление в свете того, 
что здесь сказано.

4 к и ,с  ’

eh
4 тс т0 с ’ 
h
4 « ’



Г л а в а  XVI

Систематическое резюме полученных результатов

1. Индекс функции 'Г*, рассматриваемый как переменная

До сих пор, излагая теорию Дирака, мы говорили, что она 
предполагает существование четырех волновых функций Чг1, 'Г,,, 
ЧГ„ ЧД четырех переменных x y z t .  Мы можем стать на другую 
точку зрения и сказать, что существует одна функция 'Г, зави­
сящая от четырех непрерывных переменных x y z t ,  которые спо­
собны принимать все действительные значения от —оо до -j-oo, 
и пятой переменной Z, переменной „спина9 * 11, могущей принимать 
только четыре значения: I, 2, 3, 4. Это заставляет считать ин­
декс к функции ЧД прерывной переменной с четырьмя возмож­
ными значениями.

Операторы а,- действуют на прерывную переменную С, в то 
время как операторы, вроде, например, рх, действуют на непре­
рывные переменные. Можно рассматривать операторы, которые 
действуют сразу на четыре переменных1) x y z  С, таков гамильто­
нов оператор Н Дирака, определяемый по формуле (19) преды­
дущей главы.

Теперь мы напишем уравнение Дирака в виде:

До сих пор мы рассматривали это уравнение, как символи 
ческое уравнение, резюмирующее четыре различные уравнения 
Теперь мы можем считать его единственным уравнением рас­
пространения во времени в пространстве четырех переменных 
xyzZ.

Интегрирования, которые в волновой механике „без спина" 
производились в пространстве с тремя измерениями xyz,  здесь 
мы должны производить в пространстве x y z  С. Это объясняет 
нам основную причину следующего уже указывавшегося прежде 
явления: все формулы волновой механики, где фигурирует ин­
тегрирование по пространству, в теории Дирака должны быть 
дополнены суммированием от 1 до 4 по индексу к.

9 Хотя теория Дирака в некотором смысле является релятивистской, время
играет в ней роль, отличную от четырех прочих переменных х_угС; мы вер­
немся к этому несколько позже. „

( 1)

4

В действительности это суммирование соответствует свое-
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го рода интегрированию по прерывной переменной С, и нам -,а- 
сто будет удобно символически представлять его при помощи
интеграла f ... dt. Так, например, условие нормировки волновой
механики без спина:

оо

у, z, t) ■ 'Г (х, у, z, t) dx dy dz - - 1 (9

.в теории Дирака становится:

—  СО

'Г ft dx dy dz

— I j  j  J  V* (x, y, z, t, C) • 'F (x, y, z, t, C) dx dy dz dl^=\. (3)

.Точно также новая точка зрения позволяет легко видеть, 
как нужно в теории Дирака писать разложение в ряд по соб­
ственным функциям. Пусть мы имеем, например, функцию /(х, у, 
z, t, С) пяти переменных х, у, z, t, С. Она эквивалентна четырем 
функциям f v f 2 . f s . f i  четырех непрерывных переменных x ,y ,z , t .  
Предположим, что нам известна система собственных функций 
гамильтоновою оператора ; мы уже условились обозначать соб­
ственную функцию этой системы совокупностью четырех функ­
ций 3 ,/лТДот, где второй индекс т характеризует со­
ответствующее собственное значение. С нашей новой точки зре­
ния мы должны представить совокупность четырех функций 
при помощи единственной функции y¥m{x,y,z,t ,  С).

Тогда разложение функции f ( x , y , z , t ,Q  по полной системе 
функций ЧД (х, у, z, t, С) вполне естественно изобразится:

f (x, у, z, t, С) =  2  ст ЧД (х, у, z, t, С); (4)
т

это эквивалентно четырем соотношениям :

/ft (х, у, z, t) =  2  Ст ЧД. т (х, у, z , t ) (к =  1, 2, 3, 4). (5)
т

Итак мы видим, что каждая из четырех составляющих f K 
разлагается по собственным функциям ЧД)/Я с тем же инде­
ксом к; кроме того, коэфициенты разложения одни и те же для 
четырех составляющих. Это положение, которое может пока­
заться не очевидным, если к рассматривать как индекс, стано­
вится, наоборот, очевидным, если мы рассуждаем так, как мы 
это делаем, замещая индекс к прерывной переменной ".
11 -01278
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2. Выражение общих принципов в теории Дирака
Введение прерывной переменной С позволяет сейчас же оты­

скать, каким образом общие принципы волновой механики пере­
носятся в теорию Дирака.

Сначала мы примем, что каждой наблюдаемой физической вели­
чине, приписываемой электрону, соответствует оператор А, кото­
рый вообще может действовать на четыре переменных x , y , z , r~,. 
Этот оператор всегда должен быть эрмитовым в пространстве 
х, у, z, С, т. е. мы должны иметь

Д /Д (X, у, z, t,Z) A g  (х, у, z, t, С) dx dy dz dr,

s У** У- (6)
Собственные значения оператора А определяются, как зна­

чения постоянной а, для которых уравнение:
А ®(х, у, z , t, 9  = ао (х,у, z, t, г) (7)

имеет, по крайней мере одно, везде конечное непрерывное 
однозначное решение по xyz для каждого, из четырех значе­
ний С. Эти собственные-значения, вообще говоря, функции'Вре­
мени,— действительны, а две собственные функции f m и <?„, со­
ответствующие двум различным собственным значениям ат и а„, — 
ортогональны в пространстве х, у, z, С, т. е. мы имеем:

(х, у, z, t, С) срге (х, у, z, t, Q dx dy dz df, =  0. (8)
Эти результаты доказываются тем же самым способом, кото­

рый мы употребляли в главе V параграфа 4, каждый'раз допол­
няя интегрирования по х, у, z  суммированием по С Кроме того, 
мы всегда будем предполагать, что собственные функции <?п 
нормированы по условию:

f i l l ?П' У’ Z’  ̂?п У’ Z’  ̂ d y  dZ ~ ! ^
После этого легко выразить в теории Дирака основные прин­

ципы новой механики. t
Первый из этих принципов выразится без всяких изменений, 

если мы скажем, что измерение величины А, произведенное 
в момент t, обязательно дает в результате одно из собственных 
значений оператора А в этот момент t.

Чтобы выразить второй принцип, мы сначала предположим, 
что оператор А есть „полный11 оператор, т. е., что он охваты­
вает все четыре переменных х, у, z, С; кроме того, мы пред по­
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лагаем его также невырожденным, т. е. не имеющим кратных 
собственных значений. Тогдащусть Ч7 (х,у, z, t, С) будет волновой 
функцией электрона. Эта всйшовая функция может разлагаться 
по собственным функциям оператора А в форме

W (х, у, Z, С, t) =  2  Cm (х, у, Z, С), (10)
т

причем ст — комплексные постоянные, вообще функции времени. 
Тогда второй принцип утверждает, что \cm(t)\2 есть вероятность, 
что измерение величины А даст собственное значение ат, соот­
ветствующее Срт.

Если А обладает кратными собственными значениями, одной 
и той же ат соответствует несколько ут. Тогда вероятность зна­
чения ат для величины А равна сумме квадратов модулей ко- 
эфициентов, соответствующих этим <рт в разложении Ч7.

Если оператор А неполный, т. е. действует только на неко­
торые из переменных х, у, z, I, то соответствующие ?т зависят 
только от этих переменных, а коэфициенты ст в разложении Ч7 
по <р»г зависят от переменных, которые не фигурируют в А. 
В этом случае для того, чтобы получить вероятность собствен­
ного значения ат, нужно проинтегрировать количество |сот|2 по 
всей области тех переменных х, у, z, С, от которых зависит ст. 
Например, если А есть оператор, как одна из сц, действующий 
только на переменную С, эти собственные функции имеют форму 
фт (С) и мы имеем:

Ч' (х, у, z, t, С) =  2  Ст (х> У> z> V (9* (11)
т

Тогда вероятность, что величина А будет иметь значение а,*, 
дается

-{- оо 

/ / /
\ст (х, у, z, t)Y dx, dy, dz.

Применение этого результата мы увидим в следующем пара­
графе.

Принявши эти принципы, мы видим, что среднее значение 
величины А, как мы это уже приняли, равно:

+ оо 4
А =  I j f j Чг* А (Чг) dx dy dz d b  =  f f f 2k x ] ' k * A ( W i ) d r ,  (12)

—  DO

ибо, если в этом выражении заменить Ч7 и Ч7* на их разложе­
ния по собственным функциям А, мы легко увидим, что оно
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равно сумме произведений каждого собственного значении на его

вероятность. Следовательно, количество ' • А (Ч Д может

быть названо „плотностью среднего значения“ для величины А, 
но, как это мы указывали в главе VI, параграф 3, эта плотность 
не может считаться имеющей тот же физический смысл, что 
и плотности классических теорий. Тем не менее, мы вскоре уви­
дим, что плотности этого рода, соответствующие операторам сц 
и эрмитовым операторам, образованным произведениями он-, 
действительны и обладают тензорным характером, что позволяет 
приблизить их к некоторым величинам классической физики.

Вспомним, наконец, что матричный элемент с индексами ij, 
соответствующий оператору А, в механике Дирака должен быть 
определен по формуле

А/, = j J J  I  Ч',*(х, у, z, t, ') А (Ч у(х, у, z, t, *)) dx dy dz сД =

+  ° °  4

(Wk’j)dx (13)
—‘.CO ^

и он равен коэфициенту ЧД(х, у, z, t, -) в разложении функции 
А(Чгу) по собственным функциям гамильтонового оператора.

В предыдущем изложении мы явно предполагали, что спектр 
оператора А чисто дискретный. То, что мы говорили в главах 
V и VI о сплошных спектрах, позволит читателю без труда уви­
деть, как написанные выше формулы изменяются, если суще­
ствуют собственные значения, образующие непрерывную после­
довательность.

*

3. Пример: собственные значения и функции оператора

Ж* eh
------—I4 кт0с а1а2а4

Как пример оператора А, действующего только на перемен-
ehную спина, мы возьмем оператор — ^ к о т о р ы й4 ТС //Iq С

мы поставили в соответствие составляющей гг собственного ма­
гнитного момента электрона (см. глава X в конце).

Для краткости мы положим :

магнетон Бора. (М)
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Уравнение, которое определяет собственные значения и фун­
кции оператора по (7), есть:

4

В "У i (*! я2 а )jlt сру ^  а сру (у =  1, 2, 3, 4). (15)
1

‘ Учитывая значение матричных элементов aj-a2a4, мы находим 
для четырех значений переменной С:

B? ( l)= -fa c p ( l) ;  В? (2) =  -а<?(2);
В ? (4) =  +  а <? (4).

В '? (3) =5= — а  с? (3);
(16)

Эти уравнения име!От не равное тождественно нулю реше­
ние ср (5) только в том случае, если а =  +  В. Следовательно, 
оператор 9Лг, как этого мы и должны ожидать, имеет собствен­
ными значениями значения + В .

Для собственного значения а =~ +  В-существует две незави­
симых собственных функции, которые мы назовем

«рЗД и ?!?(=)..

Эти собственные функции определяются их значениями для че­
тырех возможных значений переменной С, а именно:

? + (1) =  1 ?(̂ ( 2 ) - 0  'У | ( 3 ) - 0  ?+ (4) =  О
^ ( 1 )  -  0 ?+(2) =  0 ?+(3) =  0 ? f ( 4 ) = l  ^

Эти функции — нормированы и ортогональны, ибо мы имеем

I |Ч4>|2̂ : =  1 =  1 J W(¥  еК 0. (18)

Следовательно, собственное значение -f-B двукратно.
Точно .также собственное значение а =  — В двойное, так как 

ему соответствуют две собственные независимые функции, 
нормированные и ортогональные, У -(9 и ?-(£)> определяемые по:

'f - 0 )  =  О ? -  (2) =  1 ■ ? -(3 ) =  0 ® — (4) =  О
ср^(1)=1 (2) =  О c?(f}(3) =  l ср(̂  (4) =  0. {

Легко проверить, что две функции ср _ ортогональны двум 
функциям ср _j_ .

Пусть W (х, у, z, t, С) — волновая функция электрона. В силу 
первого общего принципа возможные значения составляющей'z 
его собственного магнитного момента суть собственные значе­
ния оператора Ш1г, а именно + В , то-есть + 1  магнетон Бора.
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Чтобы найти вероятности, соответствующие этим двум возмож­
ностям, мы должны написать разложение:

(х, у, z, t, С) — с(Д? (х, у, 2 , t) (С) +  (х, у , z, t) ? (+ (С) +
+  с2 (х, у, z, t) 22 (С) +  с® (х, у, z, t) 22 (С). (20)

По второму общему принципу вероятность значения +  В есть
- Г  СО

—  оо

и вероятность значения —В точно также есть
-| - СО

166

Подставляя последовательно в формулу (20) значения, рав­
ные 1, 2, 3, 4, мы легко находим:

с + =  'i\ (X, у, z, t) ; с% =  W4 (х, у, z, t) ;
с{2 =  Ч'2 (х, у, z, t) ; с{22 =  4'., (х, у/, 2 , 0- ' (21)

Следовательно, вероятность значения -|-В есть:
4 -  ОО

—  СО

и вероятность значения — В есть
-f- СО '

—  ОО

К этому заключению мы пришли уже раньше.
Простой пример, который мы рассмотрели, показывает, как 

можно получить собственные значения и функции операторов, 
которые действуют только на С Эти положения в особенности 
применимы к операторам, о которых мы скажем в начале сле­
дующего параграфа, к операторам, которые все имеют двойные 
собственные значения + 1 .

4. Шестнадцать основных операторов теории Дирака, 
Соответствующие величины и плотности

При помощи операторов а,- и единичной матрицы (с 4 стро­
ками и 4 столбцами) можно составить следующую таблицу, со-
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держащую шестнадцать эрмитовых операторов, действующих 
только на переменную С:

а.,

t а2 я3

*з 1 
га, а., 

г а, а.
I а„ а. г а„ а. (22)

В этой таблице на г помножаются произведения а,-, когда они 
антиэрмитовы таким образом, чтобы получить эрмитовые опе­
раторы. Вполне естественно, можно было бы, переставляя а,-, 
получить еще другие операторы такие, как например ia4 а,, но 
каждый из этих новых операторов был бы равен или равен 
с противоположным знаком одному из тех, которые фигури­
руют в таблице.

Помножая некоторые операторы таблицы (22) на подходящий 
множитель, мы находим операторы, которые соответствуют уже 
изученным величинам. Например, по формулам (7) и (8) главы XII, 
операторы второй строки, помноженные три первые на ес, а по­
следний на — е, соответствуют составляющим среднего электри­
ческого тока и средней электрической плотности.

Операторы третьей строки, помноженные на магнетон Бора 
6 h------- , согласно уравнений (9) главы XIV, соответствуют ко-

~г ТЕ TYIq  С

ординатам собственного магнитного момента и собственного 
электрического момента электрона. Наконец, три первые опера­
тора четвертой строки, помноженные на ^ , соответствуют, со­
гласно формул (42) главы XV, трем составляющим Sx, Sy и Sz 
собственного момента вращения. Согласно изложенного в конце 
последней главы мы точно также предугадываем, что опера­
тор а4, помноженный на т 0, мог бы соответствовать собствен­
ной массе.

При помощи шестнадцати операторов таблицы (22) мы мо­
жем составить шестнадцать плотностей среднего значения, име­
ющих тензорный характер и все действительные, которые мы 
напишем следующим образом:
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2 , =  У .  ЧУ> а4 Ч'к (а)

1 h  = е С  ' У , ‘ *  а2 Ч к 1
4 4

h ^ - e c ^ f l ' ¥ к

Ф)

!Аза:
ек  • и,’ >>•—  ‘ V 1'*” W ;  "*

е/г
1‘14 4 7г//г0с —i >?fc '*Y# “i а4 ,J;*

fX =  — — —  i  У  W ;: «3 а1 а4 'i’ft Г13 4пт пс -Н*о Т

1Ч, =  - У : У - ‘"4 к inQ с

. ^  i  У  Ч-’fc* а1 а2 а4 Ч'а:4 те т0 с

Ф)
(23)

а.)( ~ е к
i  У  ч-у4 пт0с 1

к
51 ~  4тт

4
г Уjmik «2 яз у  к ;

_ к
°2~  4^ ' i v ** Я3 ат Ч-’й

1 1 1

h
3® “  4 тс

4

‘ 2 * '*V я1я2 ^ ; а II Я1 Я2
1 1

4

“ . - 2 . Ч'/У Я1 а2а3 а4 WК

(<*)

(в)

Величины Qj и 22 инвариантны но отношению к преобразо­
ванию Лоренца. Мы их уже знаем. Рассматриваемые, как плот­
ности средних значений, они являются инвариантными плотно­
стями. Физическое значение 22, если оно существует, еще не 
известно. Значение же величины 24 будет рассмотрено дальше.

Четыре количества (Ь) образуют четырехмерный простран­
ственно-временной вектор1). Мы уже знаем, что они соответ­
ствуют четырем составляющим „пространственно временноговек-

’) В таблице (23) составляющие с индексом 4 относятся к четвертой про­
странственно - временной переменной xt ~ ct. Следовательно, мы имеем г* ==- ср.



ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 169

тора электрического тока“, хорошо иввестного в теории относи­
тельности. Интегрируя составляющую ii по всему пространству, 
мы получаем инвариантную величину, которая является, с точ­
ностью до множителя с, полным электрическим зарядом — е 
электрона.

Шесть количеств (с) суть шесть различных составляющих 
антисимметричного тензора второго порядка. Мы их знаем хо­
рошо : это плотное?и магнитного момента и электрического мо­
мента, рассмотренных в главе XIV, параграфа 3.

Четыре количества (4) преобразуются, как составляющие про­
странственно-временного вектора. Три первые <зх, ау, аг, как мы 
это уже знаем, суть плотности среднего значения собственного
момента вращения S (спин). Временная составляющая а4 допол­
няет пространственно-временной вектор: ее физическая интер­
претация не представляется с достаточной ясностью.

5. Замечания о векторе а

Пространственно - временной вектор о, согласно предыдущему, 
может быть назван „вектором спина11. Длина ]а| такого про­
странственно-временного вектора дается по определению фор­
мулой

K* =  34* - 0l» - o 8* - o #*. (24)
Если мы произведем вычисление, то получим в результате

16 я2' (25)
Л2JO 2 1 О 2\ _1 1 I 2 ’ 1 R *1-2

Следовательно, спин есть вектор „пространственного" вида, 
как выражаются в теории относительности. Это существенно 
отличает его от вектора тока, который по формуле (14) главы XII, 
принадлежит к „временному" виду.

Вернемся теперь к плоской монохроматической волне с вол­
новыми функциями

_2 |-- (Wt-p я)
W .
Y  +  moc

м\, В р.
W * е т (№4 г)

4- т,с

W, ;Ае h z

„  2х -  (W t—p а)U 4 =  В е h *

где W = с У  m02c2~l~pz2.

( 26)
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Произведем явное вычисление составляющих з в этом от­
дельном случае. Мы находим

~(А*В +  А В * ) Л - Т  Рг1
(W +  ,

з„ =  JL i (А*В -  В*А) ( \4 т: I

33 =  А  (АА* -  ВВ*) / 1 +  ;;

Р*
'W , у
- + П о с \

, ( = . А 2(аа. _ вв* ).¥

Рг" _
W , \2
с + т "

Р г

~-+Щ С

(27)

Так как составляющие четырехмерного „пространственно-вре­
менного вектора электрического тока“ для плоской волны суть:

D
Н = =  j x  —-  0  Г„ =  j y  — -  0  Гр =  / г  ^  Р

г4 =  с 8 =  — е р с,
как это вытекает из формул главы XII, параграф 4, мы легко 
находим:

(1 . з) =  г4 з4 — г4 Oj -- г2 «з„ — г3 з3 =  0. (28)
Таким образом, скалярное произведение пространственно-

временных векторов1 г и з здесь равно нулю. Следовательно, 
для плоской монохроматической волны два четырехмерных про­
странственно-временных вектора „тока“ и „спина“ —ортого­
нальны в пространстве-времени (это, конечно, не значит, что 
соответствующие пространственные векторы перпендикулярны). 

Таким образом мы можем написать (28) в виде:

Д =  Щ  =  0| « 1  +  о* +  бз «»• (28 бис)
Следовательно, в данном случае составляющую з4 можно счи­

тать скалярным произведением в пространстве векторов „плот­
ность собственного момента вращения“ и „скорость".

Для скорости, близкой к с, отношение —-  близко к 1,
W ,~  +  т0с

и по (27) составляющие ах и оу почти равны нулю. Сравнивая 
этот результат с изложенным в конце последней главы, мы ви­
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дим, что в механике Дирака частица со скоростью близкой к с. 
связываемая с монохроматической плоской волной, имеет свои
три пространственных вектора I, J и о, взаимно перпендикуляр­
ными, причем последний направлен по нормали к волне1).

Мы закончим эти замечания о спине, приведя общее соот­
ношение между составляющими этого вектора и инвариантом й2.

Это соотношение, данное Уленбеком|и Ляпортом, при на­
ших обозначениях будет иметь вид:

д  °4 I . д  <32  j д  з

с д t ' d х ̂  d y ' d z  д x macQ2. (29)

В случае плоской волны оно тождественно удовлетворяется, 
так как все его члены, взятые отдельно, равны нулю. Легко 
доказать соотношение(28), исходя из уравнения Дирака и его сопря­
женного. Его истинный физический смысл остается неизвестным.

6. Замечания об инварианте и операторе— т 0а4

Мы уже видели, что физической величине „собственная масса11 
в теории Дирака в известном смысле соответствует оператор 
— m̂<xv Если мы примем это соответствие, то плотность сред­
него значения, которое мы из него выводим, есть

4

— ото 2 * * *1;,с"" “  >по 2 i (30)1
Она инвариантна. Если мы проинтегрируем эту плотность 

по пространству, мы получаем среднее значение
—  со t  ,) - ( - с о

Щ =  -  Щ f j  f 2ft 'V̂  a 4 lr dx =  — ma f  f  j dx (31)
- 4 - 0 0  ^ —  OO

или, подставляя значение Qj:
-(-  сю

m.о Щ I I J  ('Г’* W» +  W * 'Г' ~  4V? W1 “  'l '*  'Г*>(h’ (32)

’) Можно было бы удивиться, видя, что собственный момент вращения S 
электрона Дирака никогда не совпадает по направлению с магнитным момен­
том 501, и поверить, что это противоречит соотношению:

Ш = ___£_
S т0с ’ (*)

которым выражается двойной магнетизм электрона. Но нужно заметить, что со­
отношение (*) действительно только для систем координат, где электрон нахо­
дится в состоянии покоя, ибо 1 h~S не изменяются одинаково при преобра­
зовании Лоренца. В действительности для магнитного момента плотности со­
ставляющих преобразуются, как составляющие 23, 31 и 12 тензора. Для момента 
вращения, наоборот, сами составляющие* преобразуются таким именно способом.
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формулу, которая подтверждает идею, что волны с индексом 3 
и 4 соответствуют собственной массе -(- т0, а волны с индексами 
1 и 2— собственной массе —т0.

Среднее значение (31) не является инвариантом. Если мы 
хотим из него вывести инвариантное количество, мы должны 
проинтегрировать по четвертой пространственно-временной пе­
ременной x — c t ; так мы получаем

t  t  С'

I тйс dt — — т0с j  dt j j  j Й, dx dy dz. (33)

Чтобы постараться хотя бы немного вскрыть физическое зна­
чение этих формул, возьмем еще случай плоской монохрома­
тической волны (26) и вычислим значение, которое имеет в этом 
случае т0. По (30) мы легко находим

— т0 д1==/я0(АА* +  ВВ*) W , ' 2
Y  +  moc

9  w
— Щ (А А* 4- ВВ*) — т°С’ Л1, I ч (34), -\-тйс~

Чтобы получить т0, нужно проинтегрировать, а это, прини­
мая во внимание нормировку 'Г1), дает:

Щ =■-■ тп 2т0с'>
W— гщс1

1
рг<)

ГЩС

(35)

или еще:
Тор с2

W (36)

при этом $с представляет скорость, которая согласно реляти­
вистской динамики соответствует энергии W.

Следовательно, инвариантный интеграл (33) представляет со­
бой ничто иное (с точностью до постоянной), как интеграл 
действия:

________
J m0cV"i — $2di  (37)

материальной точки в релятивистской динамике. Таким образом 
мы имеем следующую теорему: „Для электрона Дирака, связан­
ного с плоской монохроматической волной, интеграл по времени 
среднего значения собственной массы совпадает с интегралом 
действия эйнштейновой динамики11.

0 См. примечание на стр. 140.



Таблица величин и плотностей, связанны х с электроном
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(Продолжение)
Физические величины Операторы Плотности среднего значения
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Таблица 16 основных эрмитовых операторов теории Дирака
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ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ
ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ ДИРАКА 

КРИТИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ И РАЗЛИЧНЫЕ ДОПОЛНЕНИЯ

Г л ав а  XVII

Объяснение тонкой структуры при помощи теории
Дирака

1. Волновое уравнение для движения электрона 
в центральном поле1)

Мы предполагаем показать в этой главе, что теория Дирака 
дает прекрасное объяснение тонкой структуры оптических спект­
ров и спектров X-лучей, не вызывая таких трудностей, как 
в прежней теории тонкой структуры Зоммерфельда.

Рассмотрим электрон, движущийся в статическом централь­
ном поле, с потенциалом V (г). Уравнения Дирака для этого 
электрона будут:

а) 2 tti
ТГ

Ь)
2к1
~7Г

с)
2к1
~7Г

' d)
2 тс/
~~h

W  +  eV  .
с ”* 

:W-f gV .
g ‘

AV +  gV 
с

W  +  gV 
с

тйс

тй.с

тас

( 1)

Вполне естественно стараться выразить каждую из как 
произведение сферической функции Лапласа на функцию ра­
диуса - вектора.

Напомним, что сферические функции Лапласа имеют сле­
дующую форму:

Y? (6, ср) =  Се~'9тРГ (cos 6) =  Се*""9 sin'711 ф+т
id cos Ъ)1+' ;(1 — COS* еу 

(2)

Так как постоянная С произвольна, выберем ее, по Дарвину, 
так, чтобы иметь:

Ч Мы придерживаемся здесь метода, употреблявшегося Ч. Г. Дарвиным 
(Proc. Roy. Soc. А. том 118, 1928, стр. 554).I
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при / =  О, 1,2 ... и т — — I, — (/— 1) ... —j— /. К тому же заметим, 
что функция (3) не нормирована на поверхности шара радиуса, 
равного единице.

Пользуясь формулами преобразования прямоугольных коор­
динат в полярные координаты, мы докажем следующие соотно­
шения, где/(г) означает какую-нибудь функцию радиуса-вектора.

д . . д 
д х ' 1ду ^ ‘ = 2 - С + \

— (/—т)(1-

d j
dr

т -

I
f Y i+i

дх 1 dv
— 1 f v m — _ L _ j _  W _  
'y )J 1 2 /  +  l |  [ d r

+  (/ -j- tri) (l -f- m — 1)

■ i/ 'r J 
{d f

7m  —  1

l l+l +
/ + 1

d r f  Гi - i (4)

dz П Т . r  f( d f  l f
2 /+ 1  \ \d r  r J Y"i+i +

-j- (7-f m) (l —m) Z + l( d f
\ d r  1 r f  Yi - u

При помощи формул (4) мы сможем выразить производные, 
которые фигурируют в (1), так как мы полагаем, что каждая 'Тк 
является произведением функции от г на функцию Лапласа. 
Тогда сделаем допущение, что функция W3 пропорциональна 
функции YГ при данном значении I и т.

Рассматривая теперь уравнение (с) из (1), мы видим, что члены
dWj I d  . d \
ж " 01 - \ Г х + ‘ д ^ у -с Y™, происходящие от должны

сократиться на член с ХГ3 и что остальные члены должны взаимно
уничтожиться. В результате получается, что 'Fj и должны
зависеть от той же самой функции радиуса - вектора и быть
соответственно пропорциональными либо Y™+1 и Y ^ 1, либо Y™_x
и Ym-1. г- 1

Точно также уравнение (а) из (1) показывает, что 1FS и Wt 
должны зависеть от той же самой функции от радиуса - вектора 
и что W, должна быть пропорциональна Y”-1-

Наконец, мы приходим к рассмотрению сначала одного реше­
ния, которое мы можем написать1):

^  =  /fllF+ (r)Y;"+J(e,<p); = ^ F + W Y f - ^ e ,  ср);

W3 =  а3 G+ (г) Yf (6, ср); W4 =  ai G+ (г) Y f ~ l (6, <р). (I)

*) Мы вводим множитель i в Д) и ¥ 2 для того, чтобы аг и я3 были дей­
ствительными. См. формулы (9).
12-01278 t
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Введем формы (I) в уравнения (а) и (b) из (1). Мы получаем:
2 я
h

W +  <?V+  ЩС «i P+y;

|/dG+ /
H d r

dG+ , l-\- \ \ m j- 3 ^ + —-0+ jY ,_1j -

'+> 2 /+ 1

7  G + )  —  ( /  —  m)(l—  m -\- 1)

a3 <7Gj /
2 / + П 1  d r '  r  G + ) Y i + H

2rc
h.

+  (/ 4  m) ( / -  m) 4  1 G+j  у"

W +  eV

=  0. (5)

c

L  ^ g
i i

w0c 2 + YH-i 2 / —j— 1

d r±  -  2  G + ) Y,“+- '  +  ( f +  m) ( / +  m -  1)

/ ̂ G-r i  ̂~f* 1
( dr ---- T °+) ^ ' j  +  ̂ { ( t - 7 ° * )  Yi”Y  +

(/ 4  m - 1) (/ — m 4-1) ,flfG+ 1 - t - 1 G + jY f- 'I^ O .dr

Для того, чтобы исчезли члены с Y^_, в первом уравнении (5) 
и члены с Y ^ 1 во втором, достаточно положить:

а3 _  I — m -j- 1
/ 4  m (6)

С другой стороны, подставим (I) в уравнения (с) и (d) из (1). 
Получится:
2 я i 

h
W +  eV a3 g+ y; га.,

2 /- f  3

{ ( 4  -  4  F+) Y’+ ' {l -  m +  2>(l -  m +1)

_l  ^ 4  ^ p  Л yot1_ гд1 j(d^+_l-\-\ p \ у/л ,
dr ^  r 7 2 /434  dr 4  +)Y' +2 +

4 ( / 4 m 4 i ) ( /  - w + o ( ^ 4 ^ F +W r)  =  o.

(7)
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2 тс 7 
h

W+<?V
с

/+ 1

g+ y;• т е  -  I

2 7 +  31 c7r

/ +  2

+  /га-f- 1)(7-|-/?г)

F- W r - '!  +  , j f - J ;  -  - Ф  F+)'

W " - 1

rm — 1
\ +  i l ^ [ :d r ~ ^ P+ j Y'* ‘ +  

- j - ( l + m ) ( l - ^ m  +  2) ( + +  +  F + j Y ^ - ‘ l =  0 .

Чтобы исчезли члены c Y ,̂ 2 из первого уравнения (7) и члены
г/Л— 1 'из второго, нужно ПОЛОЖИТЬ

— аз (8)
Отношение — произвольно, ибо мы можем включить его в Яз

F+
ж . Следовательно, мы можем удовлетворить условиям (6) и (В), '-Ц-
полагая:

ах — 1 а2 =г 1 as -~l  — т -}- 1 а4 =  7 -j- т (9)
так, что й3~(-а4 =  2 7-j- 1.

В этих условиях оба уравнения (5) приводятся к одному 
уравнению:

2 тс fW -4- eV , 
h с ^ m°C F+ + + - y Q +  =  o. (10)

Уравнения (7) точно также приводятся к одному уравнению:

+  G + 4 + + - + +  =  <>■ (П)

Решение (I) характеризуется тем, что нижние индексы Y 
суть I и 7+ 1 . Среднее из этих двух значений есть кото­
рою мы будем называть j. Таким образом, решение (I) характе­
ризуется квантовыми числами I, /= 7 - f - 1/2 и т.

Мы отыщем первое решение, в котором Ф'3 пропорционально 
Y”. Но мы уже. видели, что может существовать другое, в ко­
тором Wj пропорциональна Y£_, и Ч-'3 пропорциональна Y f+ r

Таким образом, мы пришли к решению (II) формы:
Wa =  га/Р_(г) Y7L,(6, ср); щ 'Р _ ( г )У ^ (д ,  ?);
+  -  a /  G (r) Y” (6, ?); a /  G_(r) Y f~5 (6, T).

2 тс /W -j- eV 
h 1 c

0 0
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Подставляя формы (И) в уравнения (1) и рассуждая, как и 
прежде, мы приходим к условиям:

а /  _  1-\-т— 1
а /  — / — т

(12)
аналогичным (6) и (8). Мы удовлетворим этим условиям, положив: 

я /  —— (/—т) а2' — 1-\-т — \ а3' — 1 а /  — — 1. (13)
Тогда мы находим для F_ и G_ уравнения

2т:
h

2 71
т

W-f-gV
с

W + g V

с

+  ш0с р , dG l-f- 
dr ' г

1

■ тпс G _ i d F_ / — 1 
dr г F

= 0

= 0,
(14)

аналогичные (10) и (11).
Волновые функции (И) представляют собой решение, соот­

ветствующее квантовым числам I, j  =  I — 1j2 и т-
Теперь мы заметим, что для 1 =  0  (член s) решение (II) не 

существует, так как нет функций Y” j с отрицательным индексом.
Мы вскоре увидим, что определение функций F и G вводит 

квантовое число п, полное квантовое число, вследствие чего 
всякое полное решение характеризуется четырьмя квантовыми 
числами п, I, +  т

Итак, мы подытожим полученные в этом параграфе резуль­
таты в следующей таблице: -

Решение (I) п, I, J/,, т
4;, I р Ym ■II + G+i >

2 ят
2 7Г

' h

W +  gV

W +  gV

■т0с

W., =  — i F, Y 

?̂G4-
W, =  ( / - «  +  1) G+ Y” ; W, =  (Z-j-m)G+ Y”~1

F+

G+

+ /+1 
n
l

dr ' r
dF+ . /-j- 2 
dr ' r

G+ — 0;

F+ =  0.

Решение (II) n, l, j = l — 1j2) m
M:.'2

,J,'s =  G_Yf; W4 =  — G_Y
+  m — 1)F_Y"от — 1

от—1

2 ~ 
T

AV +  gV F_- dG_ /+ 1

2 TZ
k

W -f- e\r ■mQc G -j dF-
dr

G_ -- 0;

- 1 F_ • 0.r
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Из этой таблицы видно, что уравнения, удовлетворяющиеся 
F_ и G_, выводятся из уравнений, удовлетворяющихся F+ и G+ 
путем замены I на — (/-[- 1). ,
2. Количество решений, соответствующее данному значению п 
и /; момент вращения электрона в стационарных состояниях

Интересно задаться вопросом, сколько может быть стацио­
нарных состояний, соответствующих данному значению квантовых 
чисел п и 1. A priori очевидно, что их существует столько, 
сколько значений допускает т, при определенных п и I.

Рассмотрим сначала решения тина (I) и подсчитаем возможные 
значения т, заметив, что верхний индекс функций Y должен 
быть по абсолютной величине не больше нижнего индекса. Нет 
никаких возражений против того, чтобы мы взяли т=^ 0, 1 ,.../; 
могло бы показаться невозможным брать т — 1-f - 1, ибо тогда 
содержала бы несуществующую функцию Угг+1, но коэфициент аг 
при значении т — / - |-1 равен нулю, а вследствие этого мы можем 
брать это значение т. Значения же т большие / —j— 1, наоборот, 
неприемлимы.

С другой стороны, мы можем без затруднений брать отрица­
тельные значения — 1, —2 .. . ,  —(/— 1). Можно ли брать зна­
чения— /? Да, ибо тогда а4 есть нуль. Но значения т меньше, 
чем — I неприемлимы. Наконец, для решений типа (I) таких, что

мы имеем 2 /+ 2  возможных значений т, то-есть I
отрицательных значений, значение нуль и i-f-1 положительных 
значений. Следовательно, в данном случае имеется 2/-J- 2 =  2j 1 
a priori различных стационарных состояний.

Возьмем решения типа (II), т может принимать значения О, 
1, . . . ,  I — 1 и может, точно также принять значение I, что при- 

• ведет к появлению в Чу, несуществующей функции но
одновременно делает равным нулю а\.  Число т точно также 
может принимать отрицательные значения — 1, — 2, . . . ,  — (/ — 2) 
и, кроме того, может принять значение —(/— 1), что приводит 
к появлению в ЧД несуществующей функции Y^j, но одновре­
менно делает равным нулю Значения т больше I или меньше 
— {I— I) — неприемлимы. Таким образом, мы имеем 21 возмож 
ных значений т, то - есть I положительных значений, нулевое 
значение и (I— 1) отрицательных значений.

Так как для решений типа (II) мы имеем j  =  l — здесь
имеется 2l  =  ‘2j-{-l a priori стационарных различных состояний.

Вобщем для решений (II), как и для решений (I), имеется 
(2у-|-1) различных решений. Дальше мы увидим, каким образом 
этот результат позволяет оправдать правило Стонера относи­
тельно распределения электронов в атоме.

181
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Теперь мы попытаемся охарактеризовать типы (1) и (II) реше­
ний при помощи соответствующих моментов вращения. Для этого 
мы будем исходить из только что выведенного результата. 
Оператор первого интеграла, который в теории Дирака соответ­
ствует моменту вращения вокруг oz, есть не

но

h ( д д \ _  h д 
2%i\^ дх Х ду)~~ 2тсг<?®’

N2 =  Мг -|~ Sz h д h 
2 те i дф 4 -/A * '”

Ибо если мы заметим, что dYl.
ду im Y“ мы легко увидим, что

и для решения типа (И) точно так же, как и для решения типа (I), 
мы имеем формулы:

N. (<?«) = h dWK h 
2тгi ' ду 4 я**1 - * (1 5 )

при к =  1, 2, 3, 4. Таким образом, мы видим, что для решения, 
соответствующего квантовому числу т, какой бы ни был тип :
(I) или (II), общий момент вращения Nz равен — ( т —

Теперь посмотрим, каковы крайние значения, которые может при­
нимать этот момент при данном значении I. Для решения типа (I) 
число т может изменяться от — I до -Д— (/-f-1), а следовательно
момент Nz может изменяться от — ~ до 

Таким образом, тип решения (I) соответствует моменту Nz, макси­
мальное абсолютное значение которого есть -{- — . Для

решения типа (II) число т может изменяться, при данном /, от 
— (I— 1) до Следовательно, момент Nz может изменяться от

А
2

и, таким образом, решение типа (II) соответствует максимальному 
абсолютному значению N*, равному ( l — А_.

Выражаясь языком прежней терминологии, нужно сказать, 
что I ^  является „орбитальным" моментом вращения электрона. 
Тогда мы замечаем, что решения типа (Г) можно охарактеризо­
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вать, говоря, что они соответствуют случаям, когда спин и орби­
тальный момент параллельны и имеют одинаковый знак: решения 
типа (II), наоборот, соответствуют случаям, когда спин и орби­
тальный момент параллельны и имеют противоположные знаки.

3. Вычисление уровней энергии для атома водорода

Мы вычислим уровни энергии для водородного атома. В этом
£

случае в уравнениях первого параграфа нужно положить V — —.
Мы- последовательно рассмотрим случай решений типа (I), а за­
тем решений типа (II). 

а) Решения типа (I).
Для решений типа (I) мы имеем два уравнения:

2 тс
Т

W , е2
— — -------------г  Щ сс 1 сг  0 F+ +

dG+
dr -  G+ =  О г ^

2 тст W . е2—- -4------- МпСс 1 сг 0 G+~f
dF+
dr

l -f 2 F+ =  0.
(16)

Положим:
W ■m{)c B-' 2 тс

h mQc W (17)

2 тс e2и введем постоянную тонкой структуры а =  — . Мы желаем
отыскать уровни дискретного спектра. Эти уровни, как мы знаем, 
соответствуют энергии E =  W — т0с2, которая отрицательна. 
Таким образом, количество В2 положительно и В действительно. 
С этими обозначениями уравнения (16) принимают вид:

[A’- +  7 ) ^  +  d- J F L J F a ^ °  

( в г ^ ± ^ о + + ^ ±  +  ( 1 ± Й р + ш 0 . (18)

Асимптотически при г очень большом мы имеем:

A2F+ +  ̂  =  0; в 2О+ - Ь ^ - 0 ,  , (19)

откуда мы выводим:
d2 О . d2 FT
аd p 1 ~  A2B2G+ =  A2B2F-i_ (20)

и после интегрирования:
С.|- =  е±А̂ F+ =  e~-A ,̂ (2 1)
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Для того, чтобы Р+ и G+ были равны нулю на бесконечности, 
мы должны взять знак —, откуда:

G+ (асимпт.) ==: COnSt е~АВ/’ F-{- (асимпт.) Const б АВг (22)
Эти асимптотические формы побуждают нас попытаться под­

ставить в (18) следующие формы:
Р+!=  e - AB'[a 0rr-l-a1r?+1.. .  + а ,гт+ в+  ...] ;
G+ =  е~АВ' [ft„rr 4- bxrТ+1 +  ... +  bsft+* +  ...]; (28)

в которых показатель f  в  принципе должен предполагаться по­
ложительным, чтобы F+ и G+ остались конечными при г =  0. 
Подставляя (23) в (18) и приравнивая нулю коэфициенты при гт -ь 
мы получаем:

a ао +  Т b0—  1Ь0 — 0; — а +  Т аоН- ~f~2) а0 —  0. (24)

Оба уравнения (24) совместимы только в том случае, если 
их детерминант равен нулю, а это дает нам условие:

*2 +  ( т -0 (Т  +  / +  2) =  0. (25)

Решая (25) в отношении мы находим:

Т =  —  1 +  У " Г Ч а * - / ( /  +  2 )] =  -  1 +  Г ' ( Н -  1 F -  а2. (26)

Мы сохраним только знак -J- перед радикалом, так как знак — 
дал бы отрицательное значение, неприемлемое для y- Е сли  мы 
в выражении (26) положим / =  0, мы найдем для :у очень малое 
отрицательное значение. Здесь могло бы показаться, что это 
значение нужно отбросить, так как оно соответствует функ­
циям F+ и G+ (а следовательно волновым функциям ЧГЖ), кото­
рые становятся бесконечными при г — 0. Но результаты, к ко­
торым мы прийдем несколько позднее, ясно показывают, что мы 
должны сохранить это решение при / — 0.

Эту аномалию можно объяснить, заметив, что волновые функ­
ции W* при г — 0 становятся бесконечными такого малого по­
рядка (вследствие незначительности величины а2), что интегралы
-LOOЯ/ | ЧГж |а продолжают сходиться. Таким образом, условие,
— оо

чтобы волновые функции всегда оставались конечными, здесь 
оказывается слишком строгим: существенное условие, это—чтобы 
их квадраты были суммируемы. Впрочем, мы видели, что та же 
самая трудность существовала и в релятивистской теории с одной 
волновой функцией (см. главу VIII, параграф 2). Таким образом, 
мы примем в качестве возможных значений у значения (26) при 
/ =  0 ,1 ,2 , . . .
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Положив это, мы вернемся к подстановке (23) в (18) и при­
равняем нулю коэфициент при гН*; тогда мы находим:

A (A us В bs) - f  ■ a cts+i -f- (т -j- s -f-1 — /) bs-\. i — 0 
- В (A as В bs) - - a &j_)_ i -j- ( 4  -J- s -[-1 -f- 3) = 0 .  ̂ ^

Помножим первое уравнение (27) на В, второе на А и сложим. 
Тогда мы получим:

as.+1 [B a-j-A ^-j-s-j-/-)- 3)] -(- &5 - ( - 1 [В (f -{- s — L -j- 1) — А а] — 0,
(28)

а это позволяет положить:

as+i — G+i [В (т s — 14- 1) — А а]
bs-и  — — G+i [Ba-J-A(f4-S_b^~b 3)]

где Cj-i-i — определенная постоянная. Подставляя соотношения 
(29) и те, которые получаются при замене s-f- 1 на s, в уравне­
ния (27), мы находим для cs рекуррентное соотношение:

A cs [— a (А2 -  В3) +  2 АВ (т -И  +  1)] =
— [А аа -)- A (*j -{- s -)-1 -|— 3) (f -j- s — I -j- 1)]. (30)

Для того, чтобы функции и G+ наверно были равны нулю 
на бесконечности, достаточно по (23), чтобы ряды a0r-f- ... и 
Ь0г-\~... были ограничены. Для этого нужно, чтобы для опре­
деленного значения s, например, s =  p, cs+i было равно, а са 
было не равно нулю. Таким образом, нужно, чтобы для s — p 
коэфициент при cs в (30) был равен нулю, а это нам дает:

Д 2  Ш
T ] / ’ +  1-_=aW '  (31)

или по (26):

V ( l + \ y - o ?  + / ,  =  а (32)

Но если мы вернемся к определениям (17), мы увидим, что:
А2 — В2 _  W __ Е 4- /??0с2 

2 АВ “  ~  V —2 т0с 2 Е — Е2

1

1 +
Е

т0с2

ЩС*\ 2т0с\1

(33)

01278
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где Е =  W — т0сг в данном случае отрицательна. Таким образом, 
уравнение (32) можно написать, возведя в квадрат:

11 (/ +  1)
2 т0с2

(34)

или точно также:
2 Е / , _Е_ \

т0с2 у "^~2т0с2/ «-_______
/ , , J L  V = [/» +  v>( /+ i) , - * ,]s"

(35)

Если к обоим членам (35) мы прибавим по 1, мы найдем:

(М -У '( /+ 1 )2- а 2Г

откуда конечная формула:

тлс- G 4 - W + 0 s--**)*

(36)

(37)

Так как для решений типа (I), которыми мы в данный момент 
занимаемся, мы имеем 1, формулу (37) можно также
написать :

Формула (38) аналогична формуле Зоммерфельда'), причем 
целое число j =  I 1 играет^ роль квантового азимуталь­
ного числа, а р — квантового радиального числа.

Как мы видим, уровни энергии типа (I) целиком определяются
четырьмя квантовыми числами : I, j  1А- , т и р. Вместо
целого числа р, которое может принимать значения 0, 1, . . . ,  
можно точно также брать число п=р-\-1-\- \ ,  которое может 
принимать значение 1, 2 ,... Число п есть „главное квантовое 
число1*, а совокупность чисел п, I, j , т определяет рассматри­
ваемое решение. 5

5 См. формулу (38) в главе I.
/
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Если мы разложим второй член (38) до второго порядка по а2, 
мы получаем приближенную формулу:

вполне сравнимую с приближенной формулой Зоммерфельда]), 
но с вместо числа к.

Вспомним, что релятивистская волновая механика с одной 
функцией Ч" привела нас к выражению, несогласующемуся с 
экспериментальными данными, выражению, которое имеет ту же 
форму, что и (38), но с / вместо / * 2).

б) Решения типа (II).
Мы могли бы возобновить вычисления, которые необходимо про­

извести в данном случае, исходя из уравнений, которым удовле­
творяют функции F и G_. Но это бесполезно, ибо мы уже 
отметили, что эти уравнения получаются при замене в уравне­
ниях (16) I на — (/-|— 1 ). Итак очевидно, что, принимая для F_ 
и G- разложения формы (23), для определения -( мы получим 
уравнение, которое выводится из (26) путем упомянутой замены / 
на —(/--j-ty го-есть

Здесь, очевидно, нужно исключить случай / — 0, который 
дал бы мнимое значение: кроме того, мы уже знаем, что для 
/ =  0 нет решений типа (II). Если / =  1, формула (40) дает нам 
очень малое отрицательное значение 7 : здесь мы примем это 
значение I, заметив, что, если соответствующие волновые функ­
ции бесконечные небольшого порядка в начале координат, они, 
тем не менее, квадратично суммируемы. Короче говоря, мы 
примем для / возможные значения: 1 , 2 ...

Продолжая вычисления, мы, очевидно,^придем к формуле, 
которая выводится из (37) путем подстановки — (/-|-1) вместо I, 
то - есть:

(39)

=  — 1+"К /8- а (40)

(41)

Но для решений типа (II) мы имеем

Итак мы возвращаемся к формуле (38).

*) См. формулу (41) главы 1.
2) См. формулы (34) и (36) главы VIII. А
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Вместо того, чтобы охарактеризовать решение типа (И) при
помощи 4 квантовых чисел I, j  / — ~  j  , т, р, мы можем точно
также охарактеризовать его 4 числами п, I, J, т при tt---p-j-l 
и мы легко отыщем приближенную формулу (39).

Резюмируя, во всех случаях энергия уровня, характеризуемого 
квантовыми числами (и, I, j, т), дается (во втором порядке по я2) 
формулой (39)х).

Итак, для водорода мы находим формулу тонкой структуры 
Зоммерфельда, но с той существенной разницей, что азимуталь­
ное число к прежней квантовой теории здесь замещается целым
числом у -j-~у- Следовательно, дублеты Зоммерфельда нужно
искать между уровнями, числа у которых разнятся на единицу. 
Уровни, которые различаются только квантовым азимутальным 
числом (к или I), совпадают. Это находится в полном согласии 
с реальной тонкой структурой лучей серии Бальмера, например, Н*. 
Это можно видеть из параграфа 5, главы III, а особенно из 
фигуры 4.

Впрочем, для водородоподобного атома (атома с атомным 
числом N, ионизированного N — 1 - кратно) мы можем в сущ­
ности применить целиком предыдущую теорию. Тогда мы легко 
найдем вместо (39):

Е — RAN2
п2

/ .

(42)

Эта формула хорошо описывает тонкую структуру спектра Не+.

4. Применение полученных результатов к рентгеновским
спектрам

Формулы, которые дает теория Дирака, позволяют нам объ­
яснить структуру спектров X-лучей и в частности существова­
ние и величину правильных дублетов, не наталкиваясь на труд­
ности, как в прежней теория Зоммерфельда. В главе III мы изло­
жили главнейшие экспериментальные данные, которые должна 
объяснить теория.

Мы видели, что для вычисления уровней энергии в сложных 
атомах можно учесть, достаточно грубо, взаимодействие элек­
тронов, введя „число экранирования11, то-есть замещая в фор­
мулах, действительных для водородоподобных атомов, атомное 
число N на число N — г. Вполне естественно, число экраниро­
вания z изменяется от одного электрона к другому, будучи 9

9 Заметим, что здесь имеется налицо вырождение, так как число т не 
входит в выражение квантованной энергии.
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вобщем, тем большим, чем более периферичен электрон. Руко­
водствуясь прежним атомом Бора, мы можем принять, что число 
экранирования для внутриатомного электрона зависит только от 
квантовых чисел л и / ,  относящихся к этому электрону. Поль­
зуясь формулой (42) мы, таким образом, напишем, что в сложном 
атоме электрон с квантовыми числами п, I, у, т имеет энергию, 
которую дает приближенная формула :

К  (и, /. ./ ,  т) R Л (N ' , *2(N - z niy . (43)

Эта формула отличается от прежней формулы Зоммерфельда 
[см. глава 111, формула (9)] заменой j-\- ^  на к. Но этой подста­
новки достаточно, чтобы формула (42) позволила объяснить 
правильные дублеты без возражений, которые возникают при 
применении прежней формулы Зоммерфельда. В самом деле, 
очевидно, что при помощи формулы (43) правильные дублеты 
могут быть предвидены не между уровнями с азимутальными 
квантовыми числами (к или I), разнящимися на единицу, а между 
уровнями с тем же азимутальным квантовым числом и числом у, 
отличающимся на единицу. Это, как мы видели, и требуется 
экспериментальными данными.

Рассмотрим, например, уровни L» и Бш, разность частот ко­
торых соответствует дублетам Зоммерфельда. Мы знаем, что:

для Lh п =  2 1=1 j  —
1
2

Д Л Я  1-ш п —  2 1=1 /  =
3
2*

Таким образом, из (43) для разности частот соответствующих 
дублетов мы находим:

VI. 11— VL 2 R (N —z21)4 Г 2 2
24

СО

2 +  2 2 +  2

16 U — 221)4 (44)

•и мы видели, что, полагая z =  3,5, мы имеем полное согласие 
с экспериментальными данными. И здесь дублет предвидится 
на своем настоящем месте между двумя уровнями с теми же / 
и у, разнящимися на единицу.

Мы уже указывали, что в спектрах X-лучей существуют 
также неправильные дублеты. Эти дублеты имеют своим началом 
разность частот, которая существует между двумя соседними
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уровнями с темн же самыми квантовыми числами у, числа I ко­
торого разнятся на единицу. Ее существование мы можем точно 
также объяснить при помощи формулы (43). Действительно, 
если бы число экранирования z не зависело от /, уровни с теми же 
у и различными I (такие, например, как Li и Lul совпадали бы: 
это как раз наблюдается для водорода, ибо в этом случае, 
вполне понятно, z всегда равно нулю. Но в силу изменения z 
с /, мы видим, что эти уровни в сложных атомах не могут 
совпадать, и можно даже предвидеть закон для разности их 
частот. Действительно, если пренебречь членами высшего по­
рядка по а2, мы будем иметь:

/  Ё (я, I, у) 
1 h

R /?
n- (N - z lhl)-

/Е (я ,/ф -  1,'./) / R  h 
V h------- - | /  Лп’1̂

откуда:

(45)

Г  E (я, / .у > _  E (я, / +  1 J )
/  // )/ h

R h
(Z„. I-L 1   • (46)

Первый член (46) есть для обоих уравнений, второй — 
независим от N. Итак мы видим, что спектральные термы двух 
уровней в ряде элементов таковы, что 3 У v не зависит от N: 
это и есть закон неправильных дублетов, изложенный в конце 
параграфа 2, главы III. Эти неправильные дублеты существуют 
между спектральными термами, обозначающимися той же самой 
буквой с индексами, разнящимися на единицу, причем первый 
нечетный, в то время как правильные дублеты Зоммерфельда 
происходят от спектральных термов, характеризующихся той же 
самой буквой с индексами, разнящимися на единицу, причем 
первый — четный. Таким образом, разность vL] — vLlI дает начало не­
правильным дублетам, а разность vLn—^L|I1— правильным дублетам.

Таким образом, теория Дирака целиком упорядочила теорию 
тонкой структуры Зоммерфельда, показавши, что первоначаль­
ный успех был неслучайный, а в последнем анализе,— что суще­
ствование правильных дублетов, при помощи спина электрона, 
связано с теорией относительности.

5. Число электронов по уровням: правило Стонера
Теория Дирака не только позволила отыскать формулы тон­

кой структуры, улучшив их, но также дала объяснение правила 
Стонера относительно распределения электронов по уровням 
атома и доказательство правил отбора для квантовых чисел 
U т и у.
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Займемся сначала первым вопросом н вспомним,что правило 
Стонера гласит так:

,,На уровне энергии, соответствующем квантовым числам 
га, I, у, не может быть больше 2у —(— 1 электронов".

Мы постараемся доказать это положение.
Выше (параграф 2) мы уже видели, что для решений типа (1), 

как и для решений типа (II), существует 2у — 1 уровней, соот­
ветствующих совокупности квантовых чисел (га, /, у). Иначе 
говоря, так как каждый уровень вполне определяется четырьмя 
квантовыми числами га, I, у, /га, существует 2у —J— 1 возможных 
значений /га, а следовательно, 2у -4-1 возможных уровней для
данных значений трех чисел га, /, у =  / + .  Вспомнивши это,
чтобы итти дальше, нам нужно обратиться к новому принципу, 
который играет основную роль в современной физике: принципу 
исключения Паули.

Мы сформулируем здесь принцип исключения Паули так: 
„Не может быть больше одного внутриатомного электрона, ста­
ционарное состояние которого характеризуется теми же самыми 
четырьмя целыми числами га, I, /' и /га“.

Как мы уже видели, в атоме в отсутствии внешнего поли, 
энергия стационарного состояния не зависит от числа /га; таким 
образом, каждый уровень энергии вполне характеризуется тремя 
квантовыми числами га, /, у, как это доказал опыт еще раньше 
теории (см. первую часть). Таким образом, если принять принцип 
Паули, то число электронов, принадлежащих тому же самому 
уровню (га, /, у), равно числу стационарных решений, характери­
зуемых четырьмя квантовыми числами га, /,у,/га, из которых три 
первые имеют значения, которые характеризуют рассматриваемый 
уровень. Мы знаем, что это число решений есть 2у -f-1. Таким 
образом, мы доказали правило Стонера, экспериментальная точ­
ность которого не вызывала сомнений.

6. Правила отбора в свете теории Дирака

В параграфе 4, главы VIII мы уже объяснили, как принцип 
соответствия в волновой механике приводит к предвидению 
правил отбора. В теории Дирака это предвидение совершается 
тем же самым способом, но принимая во внимание, что выра­
жение 4 Т* волновой механики с одной волновой функцией 
здесь замещается на

V , 4V
1

Таким образом, мы должны рассматривать как матричные 
элементы X, которые служат для выражения вероятности пере­
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ходов из одного состояния в другое, сопровождающихся излуче­
нием, следующие величины:

СО

— оо
+ v 3, : y s, m+ y 4, ; \ j ^ ,  (47)

где индексы п и т характеризуют два стационарных состояния 
и каждый в действительности представляет совокупность четы­
рех индексов п, I, j, т. Если элементы Х„т Ynm Z„m равны нулю, 
то нет излучения, соответствующего переходу п —>т. Отсюда 
выводятся правила отбора.

Как пример, рассмотрим переход от стационарного состояния 
типа (1) с квантовыми числами п, I, j  — в стационарное

3
состояние типа (II) с квантовыми числами п, I — 1, у — / ----- ,  т\
переход, для которого мы имеем |8 /| =  1, от — О и !8у! — 2. 
Первое из этих состояний имеет волновой функцией:

V, =  i F+ (г) УГ+1; ^  =  -  i F+ (г) ¥гт_7;
W3 =. {( -  щ +  1) G+ (г) Y”; =  (/ +  т) G+ (г) Y™~1,

а второе:
*F1==_ i ( /_ m _ l ) F _ ( r ) Y ^ _ 2; 

=  i (/ -j- щ — 2) F_ (r) Y?~2l;

^'s — G—(r) Y ^ j j  ^  =  -G _ ( r )Y ? L 7 .

Тогда мы напишем выражение матричного элемента Z, соот­
ветствующее этому переходу, полагая для простоты:

/
+0О /* + оо
F+ (г) F_ (г) г2 dr; В =  / G+ (г) G_ (г) r~ dr. (48)

Получается:

Znm —А(/— т — 1) J " J  cos в Y^ 2 Y”+1 dQ - f

c o s B Y ^ Y ^ 1 rfQ-f 

+  B(/ —m +  l) J Jco sB Y ^ Y ^ rfQ  —

-  В (/ +  m) cos 6 Yf_7 Yf “ w rfe
(49)
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при dQ — sin bdftd<?, причем двойные интегралы распространяются 
по поверхности шара с радиусом равным единице. Исходя из 
определения функций Y, можно доказать следующие формулы:

Я
я
я
я

coseY"I2Yzm+1rf2 =  0;

cos.  Y--, Y r a  _  (W  ( / + « » ( / — )■

cose Y ^ 1*Y^T,, dQ =  0; 

c o s e Y ^ Y ^ 1 =

=  (2/4-1) (2/ — +  m — — «  +  1)!

Подставляя в (49), мы находим :

Znm =  В (2^ ^  ^ ” -z_ yj [(/ — ю -f-1) ( /- f  /»)1 (/ — /и)! —

— (Z +  m)(/ — ж + ! ) ! ( / + w — 1)1] =  0. (51)
Точно таким же образом мы найдем X„m — Ynm — 0. Таким 

образом, рассматриваемый переход из одного состояния в другое 
невозможен.

Мы можем произвести вычисление того же рода, беря все 
комбинации решения типа (I) с решением того же типа или 
типа (II), затем все комбинации решения типа (И) с решением 
того же типа или типа (I). Результат этих вычислений сле­
дующий :

„Излучению соответствуют только такие переходы, для 
которых :

Ы-. 1 Ь т 1о 8 Я
( ± 1 
(о

Эти правила отбора — те же самые, какие были найдены 
эмпирическим путем. Правила, относящиеся к квантовым числам 
/ и т, были предусмотрены волновой механикой с одной волно­
вой функцией, а правило, относящееся к квантовому числу у, 
могло быть предусмотрено только теорией, которая вводит это 
квантовое число, в данном случае теорией Дирака.

13-01278



Г л ава  XVIII

Вывод формулы Ланде

1. Общий обзор теории возмущений

В этой главе мы предполагаем показать, что теория Дирака 
позволяет отыскать формулу Ланде для аномального эффекта 
Зеемана щелочных металлов в слабом магнитном поле. Но так 
как для этого мы вынуждены пользоваться теорией возмущений, 
мы сначала скажем несколько слов об этом методе вычислений.

Предположим, что мы определили стационарные состояния 
системы, например, атома водорода. Таким образом, мы знаем 
собственные значения Wn энергии и соответствующие собствен­
ные функции ЧД, п, причем к всегда обозначает индекс Дирака, 
переменную „спина". Таким образом, символическое уравнение

W n-i-c\'
'2 /* /  Ру +  а4 щ  с Ч Д - О (1)

удовлетворяется в том случае, если система не возмущена.
Но предположим теперь, что квантованная система подвер­

гается легкому постоянному возмущающему действию и что оно 
может быть описано путем добавления члена AW к уравнению (I). 
(А есть оператор, который может содержать а,-, а следова­
тельно, действовать на индекс к). Вследствие присутствия не­
большого возмущающего члена собственные значения и функции 
слабо изменятся и станут и ЧД „-j- „.

Предположим, что е„ и г\К, п очень малы, как и возмущающий 
член AW, и мы пренебрежем такими членами, как е„, г11с<п и Ащ.

В возмущенном состоянии символическое уравнение пред­
ставляется в виде:

Wп ~f- гп 4" б "V
“Н 2 / а-' Р а 4 тос ~г А («г„+г1п)= 0 . (2)

Вычтем (1) из (2); мы находим с принятыми приближениями
з

+ А ч- W„ +  eY
— h ^ . ^ P r j  54 Щс rin — 0. (3)

Рассмотрим теперь четыре функции т№, И з  формулы (5) 
главы XVI вытекает, что мы можем разложить эти функции по 
полной системе функций ЧД по формулам:

т)*-, п — ^п’ т  ̂  к> т  ~  Р 2, 3, 4) ( 4 )



ВЫВОД ФОРМУЛЫ ЛАНДЕ 195

или символически
I „ — V  г  <гI п —  7 ,  и п. т * /я* (5)

Итак, принимай во внимание уравнение, полученное при за­
мене п на т в (1), мы имеем

V

w я +  е \ Т , ^  „  ,
-------------Ь V *; Р/ +  *4 rnQ с

W „+ eV  , ^  „ ,
---- -------- И Д . Ь Ру +  а. то с

1J
х, w„ — W„V  Г  _Ч?^ т Сп-т с т

а следовательно, по (3) 

V  с

или явно
v  „ W„ — WWlTr _i -п | х \
/  j Сп, т  ** к, т —  [ j* ” А  ) *  к. ,

(6)

(7)

(8)
Помножим (8) н а¥ * от, просуммируем по индексу 

тегрируем по пространству. Мы получаем:
- f -  СО

—ос

к и проин-

(9)

откуда, принимая во внимание ортогональность и нормировку 
собственных функций, мы выводим:

d х. flO)

Эта формула дает нам cnj для всех значений I.
Но формула (10) дала бы нам для 1 — п бесконечный коэфи- 

циент спп, если бы интеграл, который фигурирует в (10), для 1 =  п 
отличался от нуля. Так как это неприемлемо, мы видим, что 
должно быть:

4"  ̂к. nd-  =  0. (П)

/
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Это условие (11), которое выражает хорошо известную тео­
рему Фредгольма в теории интегральных уравнений, позволяет 
получить изменение гп энергии «-ого стационарного состояния, 
обусловленное наличием возмущения. Действительно, из (11) 
мы выводим:

-{-О С

— со

так как 'Г^ „ - нормированы.
Нужно заметить, что формула (10) приемлема только в том 

случае, если она приводит к малым значениям сп\\ без этого 
предположение о незначительной величине rin, на которое мы 
опираемся, будет недействительно. Рассматривая этот мо­
мент, мы видим, что формула (12) точна только в том случае, 
если мы можем, как это мы неявно предполагали, считать воз­
мущение каждого собственного значения, как независимое от 
тех, которые претерпевают прочие собственные значения. Для 
этого внешнее возмущение должно быть достаточно слабым, 
чтобы смещение собственных значений, зависящее от возмуще­
ния, было малым, по сравнению с разностью этих собственных 
значений: это именно то, что имеет место в эффекте Зеемана, 
когда магнитное поле слабо. Если это условие не выполнено 
(например, эффект Зеемана в сильном магнитном поле), вычисле­
ния по методу теории возмущений нужно произвести несколько 
иным путем; об этом мы распространяться здесь не будем.

2. Применение формулы (12) в случае эффекта Зеемана

В главе IV мы видели, как формула Ланде позволяет пред­
ставить изменение уровня энергии в атоме с дублетным спек­
тром (щелочных металлов) под влиянием слабого магнитного 
поля. Если W0 («, I, j) есть энергия уровня в отсутствии магнит­
ного поля и Wh («, I, /') эта энергия в присутствии поля Н, мы 
имеем:

WH («, I, j) =  W0 («, /, Л +  m'g , (13)
4  тс ttlfj С

где

g =  _  2 У+ i  
1Л-т 2 / + Г

(14)

Число т'— полу целое число (т. е. на целое больше ~ )  по­
ложительное или отрицательное, могущее принимать все полу­
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целые значения от—у до-(-у. Мы изменили обозначения главы IV, 
написав т! вместо т, чтобы различать полуцелое число т 
формулы (13) от четвертого квантового числа т, характеризую­
щего стационарное состояние атома, числа целого. Мы увидим,

/  1что числа т и т связаны соотношением т — — ( т ----^

Уточним этот момент: в формуле (13) мы определяем уровень 
энергии его тремя квантовыми числами п, l , j ,  и этого доста­
точно, поскольку значение энергии не зависит от четвертого 
квантового числа т\ но смещение уровня при эффекте Зеемана 
зависит от т 1), и явно мы можем написать (13) в форме:

WH (п, I, у, т) =  W0 (п, I, у) -  [т -  . (15)

Это та формула, которую позволит нам отыскать теория 
Дирака.

Мы рассмотрим атом, в котором можно рассматривать только 
один электрон: это точно для водородного атома и для атома 
с атомным номером N, ионизированным (N — 1) - кратно; это 
приближенно для щелочного атома, где валентный электрон 
только один и где можно грубо учесть присутствие других пе­
риферических электронов при помощи простого эффекта экрани­
рования.

Предположим, что этот атом погружен в однородное магнит­
ное поле Н, направленное по оси z. Тогда .мы можем взять в 
качестве векторного потенциала:

А, =  ■ - ~  у  Н i  ky =  -1 х  Н; А, =  0. (16).

Следовательно, возмущающий член уравнения (2) есть:

А W =  *(а, А* +  а2А, +  а3А*)Т =  ^ ( * а 2- у а О Т . (17)

Подставляя хорошо известные нам значения су и су, мы на­
ходим:

Л Чу = * (*  +  i У) ~  w4; Л W■, =  -  i (X -  i У) ̂  Чу 

A Wt =  Hx +  i y ) e- £  Чуу A W4 =  -  i (х -  iy) Чу. (18)

*) Можно сказать, что присутствие магнитного поля уничтожает вырождение, 
которое существовало в его отсутствии.
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Тогда применение формулы (12) дает нам для смещения уровня 
при эффекте Зеемана в слабом магнитном поле:

t  — Wh (п> ~  W0 (га, I, j)
с ~  с

62с f  f  +  iy) Т :!
- С О

т / 1 (X 4- iy) w2 4- i (X iy) 44 | d -

—j-oo

(19)
Вся задача теперь заключается в вычислении интеграла, ко­

торый фигурирует в (19).

3. Развитие вычисления
Чтобы произвести вычисление, мы должны различать два слу­

чая, так как стационарное состояние энергии W0(п, I, j) бывает 
типа (I) либо типа (И).

а) Решение типа (I):
В этом случае мы имеем:

.=iF+(r)Y “ i; ' 4 =  i ¥ + (r)

Т3- ( /  - т +  1) G + (г) У™ W4 =  ( /+  т) G+ (г) у” ’, (20)

где F+ и G+ суть две действительные функции от удовлет­
воряющие системе уравнений:

2 я
Т
2 к
т

с
W p-fgV

с

Jr'm ос 

- -ЩС

— G+ - - 0 
^  й г  г

G+ -
rfF.

г+ + ^ + 2 F..■+- = 0. (21)
Так как в атоме ньютоново приближение всегда приближен­

но действительно, функции и ЧГ2 очень малы по сравнению
F ,

с Ч‘з и Ч7,; следовательно, отношение очень мало. Более пол-
G+

ное вычисление доказывает, что это отношение порядка посто­
янной тонкой структуры а. Мы будем опираться на это положе­
ние, чтобы пренебречь квадратом ’ а эт0 даст значитель­
ные упрощения.

Помножая первое уравнение (21) на G+, а второе на F+ и 
складывая их, мы получаем:
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Акт, с , \ d
- ■-т — N .O + + 2  Гг F - +  Q+

1 -4- 2 1 I 2
+  F+ - ~ G+ = ° -  (22)

г* d G+2 п  2 „ 
-г— ZG.  г* 2 dr  f d г. (23)

Пренебрегая членами с F+, помножаем на г*d r  и интегрируем 
от 0 до +  с>о; получается:

-j~oo -f-oo

f  F +  G +  гя dr  — —  -  -  h fJ 4 « m0c J
о 0

Интегрируя по частям, мы получаем, поскольку G+2 равно 
нулю на бесконечности:

-f-oo -{-ос

J  F+ °+  '•■<"• =  (И - /  0 +  '••• л г. (24)
О о

Имея эти формулы, мы можем приступить к вычислению ин 
теграла, которой фигурирует во втором члене (19). Беря поляр 
ные координаты, мы имеем:

х  4- iy  --= г sin б е*р; х — i у  =  г sin 6 е i,f;
d -с =  г2 sin в dr db df. (25

Таким образом:
+°°/я ч-,* г (ж -н 4 -t- * (х — £ у ) »г я

- *Y* (у +  iy) 11'2 4- *Я* i (X — iy) Т) d Т :

Г Г
1 т — 1*Y,+ ] (H~m)Y e*?-f-Yz+1 (l — т-\- 1) Уг е *?-f-

+  (/ — /я +  1) Y "* Y ” j 1 е**4-(/ +/п ) Y *  ’4 + , ^

sin2 6 ^6 dy y ^ 00 F+ G+ r3 dr.

Изучение функций Y дает интегралы:

Г  Г  Y“ _ 1 Y” -1e*’ sin2 BdBdf ■■
J 0 !  J 0

(26)

Ы + 1
4 it ■(/+ m +  !)!(/ — m -f-1)!< 2 /+ l)(2Z  +  3)

Г  f  Yh  , 1 Y*e-^ sin b db d'i =. /  о  J o
(/-j- m)! (/ — m -f- 2)!4 ic

(2 /-j-l)(2 /-j-3 ) (27)
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Г [  у”г уГ+1e<ip sin 0 йб d® =
/ о J  о

(/ —[- т ) ! (/— т -(-2)!4 it
(2 /+ 1 ) (2 /  +  3)

2̂тс
У* Уш ' Y ^ e s i n 0 rf6 t/<p =

( /  - f -яг - f - 1)! ( /  —  я г - f -  1)1
4и

(2 /+ l)(2 « 4 -3 )
Итак, для интеграла (26) мы находим значение: 

4и
( 2 /+ Ш 2 /  +  3)

(£ -j- яг) (I -(- ш -(- 1) — (Z — т -{-1) (I — яг -)- 2)

(/ +  /»)!(/ — /я +  1)12.

/®+оо
I F+ G+ r*dr:

(28)
4 я

2 y ^ - j - ( /+ /n)! — m +  1)!

- [ ( / —  я г - f -1 ) (1  —  я г - f -  2)

( /~ f - яг) ( / — яг -f- 1)-

/г /Н-00——  / Q+2 r2 dr,
* т о с J  о

причем последняя форма получается при введении выражения (24). 

Так как легко проверить следующее тождество:
(I f  - яг) ( Ц -  я г - f - l )  —  (I —  яг - f - 1) (Z —  яг +  2) = 

— (2 /  -f- 2) (2  яг —  1),
то мы можем написать выражение (28) в форме:

— 4 тс- т^ру-(2ггг — 1) (/-)- т)\(I—яг 1)!

(29)

4 п т0 с /+оо

G+:
о

г2 dr. (30)

Чтобы итти дальше, мы должны применить условие норми­
ровки, которое здесь дает, пренебрегая членами с F+2 по сравне­
нию с членами с G+2:

/Г I I  \{1~ т +]у  Y*m y"1+{l+ ту YT  ”1 уг 1

sin в <20
Г-+оо

d<f I G+2 r2 dr — 1. 
J  о (31)
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Мы имеем:
■2л 
о ./ О

Y'" I sin о № (к 4~
21+1 (/ -р от)! (I — от)!

•2п
О О

ут —1 | 
1 sin Ь db Фл 4 * (32^

о j - r y  (1 +  т —  0! {1— т +  1)!

таким образом, что условие (31) дает нам:
_______L ______
4 -(/ , от)! (/ — т +  1)!' (33)

Вводя это значение в выражение (30), в конце концов, мы 
видим, что интеграл для вычисления формулы (19) просто имеет 
значение:

21 + 2
2 1 + \ 2 от — 1 к

4 к т0 с ' (34)

Таким образом, формула (19) дает нам для смещения уровня 
при эффекте Зеемана формулу:

Wи (я, LJ, от) =  W0 (я, I ,/) —
е Н  2 1  +  2  {  к
2 2 Z-J- 1“ ‘ j  4 тс яг 0 с ’

Теперь положим:

от от — ^
1 4-1 J +  , (36)

вспоминая, что здесь j  =  l +  -у - Мы можем написать:

WH (я, /,./, яг) =  W(| (я, I, j) +  m g  • (37)

Если теперь мы предположим, что даны только три кванто­
вых числа я, l,j, мы будем иметь:

Шн(я, /,./) =  W0 (я, l, j) - f  m'g , (38)

причем т' здесь полуцелое число, которое может изменяться от 

— |ягт;п — д о — |оттах — ^  j . Далее, обсуждая число уровней, 

соответствующее трем квантовым числам (п, I, j), мы видели,, что
01278
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для -решения тина (1) можно изменять т от — /д о  / —f-1 - Таким 
образом, число т' при данных (n,l,j) может изменяться от —

+  9 ./дп ( Н-1 2') ■■-~(Z +  5 ' ) = = _ -/-

Короче говоря, для уровней, соответствующих решениям типа 
(I), мы имеем формулу (38), где rri есть полуцелое число, могу­
щее изменяться от — / до Это и есть формула Ланде.

б) Решение типа (II):
Чтобы произвести вычисление в случае решения типа (II), мы 

исходим из волновых функций:

'I 1 =  - I  ( /  -  »>) F - Y ;m_ i ; 'Г ,  =  / (l-i-m -  1) F  Y ” ' 1 ;

M-3 =  G_Ym; G_ Y” (39)

причем F_ и G_ действительные функции, которые удовлетво­
ряют уравнениям:

2 -
1Г
2 к
/Г

W-f-gV
с

W +  eV

-f - т0 с F +

G

d °  - 1 - Ш .  G_ =  0,d г 
. d F.

d г (40)

Путем вычислений, аналогичных приведенным выше, мы при­
ходим к формуле:

Wи (п, l,j, т) =  W0 (п, I, у) —
21 1 , е Н И.

2/ +  1 (2 т  ^  2 ' 4 «т0с (41)

Так как для решений (II) мы имеем j = l  — - здесь мы по­
ложим:

т м — т  I; £ = -
I ’ ./ +  2"

1 l (42)

и мы сможем написать (41) в виде:
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Предположим теперь, что нам даны только три квантовых 
числа п, I, у; тогда мы напишем

W„ (п, l,j) =  W0 (п, l,j) +  m'g , (44)

где т' полуцелое число, которое изменяется от — |  тт-т 

до — 1тшак—  ̂)• Следовательно, здесь (как это мы видели) т. мо­
жет изменяться от —(/— 1) до -f-I. Таким образом, число т'

может изменяться от — -до- , то-
есгь от -j- у до —у.

Короче говоря, для уровней, соответствующих типу (И), мы ' 
имеем формулу (44), где т! полуцелое число, могущее изменяться 
от —у до+у.

4. Резюме. Замечания
Таким образом, мы доказали, что для всех уровней как 

типа (II), так и типа (I) смещение уровня (n,l,j) под влиянием 
достаточно слабого однородного магнитного поля дается урав­
нением:

WH (п, l,j) -  W0 (а, /,/) =  m'g (45)
при

g
i 4
14

1
2
Т > (46)

причем т’ полуцелое число, могущее принимать все полуцелые 
значения между—у и -(-у. Это и есть аномальный эффект Зее­
мана, как он в точности представляется формулой Ланде. В виду 
того, что число т' имеет 2у —j— 1 возможных значений, каждый 
уровень (п, l,j) разлагается при эффекте Зеемана на (2у —j— 1) от­
дельных уровней, что можно выразить так: внешнее магнитное 
поле заставляет исчезать вырождение порядка 2у' — 1, которое 
существовало в его отсутствии.

Рассуждения, которые мы применяли, в точности действи­
тельны для водородоподобных атомов, но, как мы уже указы­
вали, они могут быть применимы, по крайней мере, приближенно 
и к щелочным атомам.

Мы уже говорили, что формула Ланде действительна для 
слабых магнитных полей. Вследствие этого приходится брать 
достаточно слабые магнитные поля, чтобы смещение уровней 
энергии при эффекте Зеемана было малым по сравнению с нор­
мальным расстоянием этих уровней. Если это условие не удовлет-



204 ВЫВОД ФОРМУЛЫ ЛАНДЕ

ворвется, формула (12) больше недействительна, и приходится 
производить наново все вычисление. Можно было доказать !), 
чло в таком случае мы придем к формуле, тождественной с 
формулой Фойта (см. глава IV, конец параграфа 3), а для очень 
сильных нолей, мы находим эффект Пашен - Бека, то-есть нормаль- 
ное разложение Зеемана.

Таким образом, теория Дирака дает вполне удовлетворитель­
ное объяснение аномальному эффекту Зеемана для щелочных 
металлов. Для атомов же, где невозможно рассматривать один 
оптический электрон, теория Дирака не может в точности объ­
яснить эффект Зеемана, так как она еще не может объяснить 
случая системы взаимодействующих электронов. *)

*) См. С. G, Darwin Proc. Roy. Soc. т. 118 (1028, стр. 654).
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Собственный и орбитальный момент. Поляризация элек­
тронных волн

1. Невозможность отделить собственный магнитный момент 
от орбитального магнитного момента (Бор)

Путем достаточно тонких рассуждений Бор показал, что соб­
ственный магнитный момент электрона невозможно измерить, 
так как эффекты, обусловленные существованием этого собствен­
ного момента, невозможно отделить от эффектов, обусловливае- 
мых движением совокупности электронов.

Приведем рассуждение Бора. Чтобы обнаружить собственный 
магнетизм электрона, можно поступать двояким способом:

1. Пытаться измерить воздействие небольшого магнита, экви­
валентного электрону, на магнитометр.

2. Заставить электрон пересечь неоднородное магнитное поле и 
попытаться исследовать действие этого поля на небольшой магнит.

Рассмотрим первый метод. Взяв направление движения 
электрона за ось х, мы помещаем магнетометр на оси у  в точке 
с ординатой у. Чтобы иметь возможность с точностью записать 
выражение действий на магнетометр, мы должны предположить, 
что электрон достаточно локализирован, то-есть, что этот элек­
трон связан с пакетом волн W, размеры которого должны быть 
малыми по сравнению с расстоянием магнетометра до оси дви­
жения. Например, если Ах  есть длина этого пакета волн вдоль 
оси х (неопределенность абсциссы электрона), мы должны
иметь:

(1)а также
Ау<€^у (П

В гаком случае, проходя у начала координат, электрон будет 
проявлять двоякого рода действие на магнетометр. Одно из этих 
действий обусловливается магнитным полем (орбитальное поле 
Н0), создаваемым поступательным движением электрона. Его зна­
чение есть

Но ~
ejVx
су- (2)

Второе действие зависит от собственного магнитного момента 
электрона, который создает в месте, занятом магнетометром, 
собственное магнитное поле:

eh 1
4 к тй с y :i 'И,, (3 )
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Но значение Н0 с абсолютной точностью неизвестно. Оно, 
известно с неопределенностью:

Л н0 е
с

Ащ-
V- у ±У » (4)

поскольку обязательно существует неопределенность \ v x в от­
ношении составляющей х скорости электрона и неопределенность 
А у  в отношении его ординаты у 1). Но, согласно соотношений 
Гайзенберга, ограничиваясь ньютоновым приближением, мы имеем

'А щ > h
т0&.х (5)

а с другой стороны, мы должны всегда предполагать:
A vy <С vx, (6)

без чего мы не имели бы движения, заметно проявляющегося 
вдоль оси х.

Если теперь мы сравним (3) и (4), мы найдем:
! А Н0! 

НР
4 ~ rnQ

h (У А 1'х -(- г с А у), (7)

откуда по (5), (1) и (6) выходит:
ДНо_| / у

Нр  ̂ \А х
V*
А Vy » 1 - (»)

Таким образом, неопределенность в отношении орбитального 
магнитного поля всегда значительно больше, нежели значение 
собственного поля, а следовательно, магнетометр не даст нам 
возможности измерить собственный магнитный мсгмент электрона.

Повторим такого же рода рассуждение в отношении действия 
неоднородного магнитного поля на электрон — магнит. Пусть 
электрон движется вдоль оси х; вообразим магнитное поле, па­
раллельное оси у, обладающее заметным градиентом дН 

ду  '
В начале координат магнитное поле имеет значение Н (0). 

Проходя возле начала, во время движения электрон подверга­
ется действию электродинамической силы Лоренца, обусловлен­
ной орбитальным движением. Эта сила с большой точностью 
равна:

/о  = •Н(0). (9)

В формуле (4) в скобках должен быть знак +, так как в более благопри­
ятном случае обе неопределенности могут складывать свои действия.
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С другой стороны, магнит, которому эквивалентен электрон, 
подвергается действию силы (обусловленной собственным маг­
нитным моментом):

, e h__/ д Н\
/ р  4  ъ т 0 с  [ ( ) у 1 уж, и

(Ю)
Но поскольку волновой пакет имеет ширину А у и таким 

образом ордината электрона обладает этой неопределенностью, 
для значения / 0 мы имеем неопределенность

(дН
Ч э , А_у

о
Н (0) A vx (П)

откуда, сравнивая с (10):

.|Д/о1
7 р”

4 п т . . Ох Ау + Н '
<?Н Avx .

дУ о

(12)

Итак, поскольку соотношения (5) и (6) еще действительны, 
мы имеем:

IVo! >  
р I

Lx ' Н \  1
д Н  J ' А х

~*У h

^ > 1. (1 3 )

Таким образом, действие внешнего неоднородного магнитного 
поля на электронный магнит совершенно маскируется неопреде­
ленностью в отношении силы Лоренца и этот метод также не 
дает нам возможности измерить собственный магнитный момент.

Следовательно, эти рассуждения, которые, к слову сказать, 
можно было бы усовершенствовать1), доказывают невозмож­
ность непосредственного измерения собственного магнитного 
момента электрона.

2. Невозможность измерить собственный момент вращения

Те же рассуждения, как это в частности показал Дарвин, 
можно распространить на собственный момент вращения.

Вообразим, например,^четыреугольное отверстие со сторонами 
Ахи А у ,  прорезанное в плоском экране.

Заставим падать /на этот экран с левой стороны электрон, 
связанный) с монохроматической плоской волной; волновой па­
кет электрона вправо от экрана имеет размеры, соответственно 
сторонам Ахи А у .  Таким образом, 'составляющие х и у  коли-

1) См. Darwin: Examples o f the Uncertainty Principle (Proc. o f the Royal So­
ciety, А. том 130Д1931), стр. 637) и доклад Паули Сольвеевскому Конгрессу 1930 
(ГотЬе-Виллар, йзд.).
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чества движения электрона после прохождения экрана обладают 
неопределенностями:

Ьрх 1>
h

Дх |Д / 7 У  I ■
А

Д_у (14)

Составляющая * орбитального момента электрона, то-есть 
момента вращения, обусловленного его поступательным движе­
нием, есть:

ГАг =  х р у  —  у р х . (15)
Таким образом, он имеет значение, лежащее между 0 и:

ДМг =  Д А |  Д у |-)-Д у Д /У , (16)
откуда по (14):

h • ~д л-2 -f- д у
Д х Д_у (17)

Так как дробь, которая фигурирует в последнем члене (17) 
больше 1, мы отсюда выводим a fortiori:

АМг> h
4 зг ' (18)

Следовательно, неопределенность составляющей z орбиталь­
ного момента вращения больше собственного момента враще­
ния, а это делает иллюзорным измерение этой последней вели­
чины.
• То же самое рассуждение можно применить к составляющим 
х и у  собственного момента .вращения.

Эти соображения, очевидно, показывают, что собственный 
момент вращения электрона не более измерим экспериментально, 
нежели его собственный магнитный момент.
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3. Более общая теория
Предыдущие соображения можно связать с более общей 

точкой зрения, как это в частности показал Паули J). Чтобы это 
понять, мы вкратце напомним метод приближения, так называе­
мый „метод Бриллуен - Вентцеля“.

В нерелятивистской волновой механике принцип метода Брил- 
луен-Вентцеля2) состоит в предположении, что:

и в определении путем последовательных приближений членов 
S0, S j... , которые фигурируют в разложении S по последова-

h „тельным степеням количества с весьма малым модулем—--.. Если
в этом разложении удовлетвориться членами нулевого порядка, 
то-есть теми, которые останутся, когда h — 0, мы возвращаемся 
к геометрической оптике для волн ЧГ и классической механике 
для соответствующей частицы, ибо в данном случае можно рас­
сматривать группу волн весьма малых размеров, описывая один 
из лучей волны, и уподобить ее точечной частице прежней ме­
ханики: волновые лучи и классические троектории совпадают.
Но если принять во внимание члены порядка 1, 2 . . .  но
в разложении (20), то мы увидим, что возникают особенности, 
которые противопоставляют волновую оптику геометрической 
оптике, новую механику — прежней.

Тот же самый метод приближения мы можем применить и 
в теории Дирака: это то, что сделал Паули. Здесь мы полагаем:

— S
Т , =  е " к (к =1 ,2 ,3 ,4 ) (21)

где

и мы определим S ь при помощи последовательных приближе­
ний. Поступая так, мы увидим, что, если сохранить только чле­
ны нулевого порядка, мы получаем геометрическую оптику, 
которая соответствует релятивистской волновой механике без

') Helvetica Physica Acta, том V, тетр. Ill, стр. 179.
2)См. L. Brillouin. Exposes, sur la theorie des Quanta, гл. 1, изд. Германна.

14—01278
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спина, то - есть прежнюю механику в эйнштейновской форме. 
Тогда мы можем вообразить крайне малые потоки волн, описы­
вающие лучи - траектории, которые совпадают с траекториями, 
предусмотренными эйнштейновской динамикой электрона. Эйн­
штейновская механика рассматривает электрон, как простую 
заряженную частицу, и пренебрегает „спином". Таким образом, 
в приближении нулевого порядка механика Дирака приводит 
нас к релятивистской динамике электрона „без спина". Это можно 
было предвидеть, поскольку .собственный магнитный момент и 
собственный момент вращения электрона пропорциональны h и 
исчезают, если пренебречь членами порядка h.

Если, продолжая приближение, принять во внимание в урав-
hнении (22) члены порядка 1, 2 .. . по мы увидим, что возни­

кают члены, которые выражают существование магнетизма и 
собственного вращения электрона, но в то же время, как и в 
нерелятивистской теории, мы выходим ’ из области применения 
геометрической оптики, и в результате точечные концепции 
прежней механики перестают быть точными.

Теперь мы понимаем, почему, согласно заключениям Бора, 
опыт, в котором с электроном возможно поступать, как с мате­
риальной точкой, не может привести к доказательству собствен­
ного магнитного момента или собственного вращения электрона. 
Действительно, согласно анализу Паули, было бы противоречием 
предполагать, что прежняя точечная механика здесь действи­
тельна и что здесь могут проявиться характеристические осо­
бенности „спина".

4. Поляризация электронных волн

Если кажется невозможным измерить магнитный момент элек­
трона, рассматриваемого, как намагниченная частица, ничто не 
мешает a priori доказать экспериментальным путем поляриза­
цию электронной волны 'Г, обусловленной существованием этого 
магнитного момента. Между тем, эта поляризация, волн W суще­
ственно отличается от классической поляризации световых волн. 
В то время как эта последняя для плоской волны определяется 
вектором, всегда осциллирующим нормально к направлению 
распространения, поляризация волны W Дирака определяется век­
тором I „плотность магнитного момента", и этот вектор в плос­
кой волне, как мы это знаем, является постоянной и ориентиро­
ван как угодно по отношению к направлению распространения. 
В силу этого, в то время как рассматриваемые особенности по­
ляризованного светового пучка в различных азимутах вокруг 
его направления распространения всегда имеют период я, для 
пучка волн Ч* Дирака соответствующий период есть 2 я.

Чтобы доказать поляризацию электронных волн, можно по­
пытаться испробовать приспособления, аналогичные аппарату
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Нерремберга в оптике. Возьмем неполяризованный пучек элек­
тронов, то-есть пучек, в котором векторы I, относящиеся к раз­
личным электронам, ориентированы случайно. Если этот пучек 
заставить отражаться от кристаллического тела, по аналогии с 
оптикой мы приходим к выводу, что отраженный пучек мог бы 
быть частично поляризован. Если этот отраженный пучек заста­
вить падать на второй рефлектор, второе отражение будет про­
исходить с большей или меньшей интенсивностью в зависимости 
от азимута плоскости падения. Точная теория этого феномена 
представляется достаточно сложной и еще не вполне развита; 
мы на ней останавливаться здесь не будем. В общем мы при­
ходим к предвидению очень слабого действия для электронов 
в несколько тысяч вольт, действию, которое должно расти вместе 
с энергией. С точки зрения экспериментальной этот феномен, 
очевидно, не наблюдаем с точностью. Рупп опубликовал фото­
графии, на которых ясно видно влияние азимута на второе от­
ражение, но эти результаты, до сих пор другими исследователями 
не подтверждены и вопрос остается открытым J).

*) Главные теоретические работы по поляризации электронов, это Mott (Ргос. 
Roy Soc. А. 124 (1929), стр. 425 и А. 135, (1932), стр. 429). Полную библиогра­
фию можно найти в работе Thibaud, Trillat et v. Hirsch (.1. Phys. VII. t . 33 
(1932), стр. 314). V *
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Состояния с отрицательной энергией в теории Дирака

1. Плоская волна с отрицательной энергией

Теперь мы подходим к одной из больших трудностей, воз­
никших в связи с теорией Дирака.

Перед этим мы изучали форму функций ЧД для плоской мо­
нохроматической волны в случае отсутствия поля (см. главу XII, 
параграф 3). Для этого мы писали /равнение Дирака с по­
тенциалами, равными нулю, и получили решение формы:

—Д  W t - р г х — р у  у  р г  .г

ЧД =  а1; е ( 1)

Таким образом, мы нашли для ах линейные и однородные 
уравнения:

W \
+  т п с  ) а ,  +  ( р х  +  i  Ру) а 4 +  P z  а ,  - =  Ос

I W \( у  -Т- т о с а2 +  (рх — г р}) а3 — щ =  О

( 7  ~~ т°с ) +  (Р* + ip-  ̂а* ^ рг ai =  0

от0 с ) а 4 4 -  (/>* —  i p y )  а х ~ P z C i 2 = 0

(2)

W
с

Для того, чтобы решение не было нулевым, нужно,-чтобы 
детерминант уравнений (2) был нуль. Это дало нам условие:

W2
т0 С- + Рх + Р? +  Р* (3)

которое представляет собой классическое релятивистское соот­
ношение. Тогда, полагая:

W =  - f  с У  mg с 3 +  pg  - f  р  g +  pg

мы нашли решение:
(4)

P : : h J -  ( P x - \ - i P y ) B  .

w 4- та с
( P x  — i p y ) A — p t  В

W .
+  «о сС • с

п3 -= А; =  В
где А и В произвольные комплексные константы.

(-г>)
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Но мы могли бы точно также удовлетворить условие (3), 
полагая:

W =  — с V  /»02 с--\- p j - r  Ру +  Рг-  _ ' '№)

Тогда мы нашли бы следующее решение:
Рг с  +  {р* +  i Ру ) D 

W 
с

(рх — i Пу) С — pz D

— С; а., =  D; д3
т о с

a t -=
/и0 с • W

с

(7)

где С и D —две произвольные комплексные константы.
Теперь мы слегка изменим обозначения, которые будем упо­

треблять. Для данных значений рх. Ру и pz впредь мы будем 
определять W по формуле (4) со знаком , а чтобы учесть 
решение (7), мы будем рассматривать одновременно волну с энер- 
гией-f-W и волну с энергией — W. При этом новом условии в 
уравнениях (7) нужно W заменить на АЛ-

Короче говоря, для данного значения р.-.-Ру иpz, при W опреде­
ленном соотношением (4), мы будем рассматривать плоскую
монохроматическую волну с положительной энергией- W, опре­
деляемую по:

2_ Д  ( W t - p x x - . p v y - p z  z )  ( 8 )

ЧД -  ай е 1
где

а, ргА-\-{рх-

с

L Ру) В . а. (px— iPy)A— p_ В
"W ",— +  т а с

a.j =  А; «4 ■—В | (9)
и плоскую монохроматическую волну с отрицательной энергией 
— W, определяемую по:

Ц !  ( w  t  -  Р х  Л' Р у  У  Р г г )  ( 1 0 )

Т /£ ----- (ik е
где

. „  , Рг С -4- (рх +  i Ру) D; .b{ — С; Ь2 — D; Ь3 ^  >

(Рл- — ipv) С ~  pz D
W , 

i~  ,по с

Теперь рассмотрим обе эти волны.

(П)
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Для волны с положительной энергией, мы уже знаем, состав­
ляющие ЧД и ЧД, которые соответствуют в некотором роде соб­
ственной положительной массе тй, берут верх над волнами Ч Д 
и ЧД, которые соответствуют собственной отрицательной массе 
—т0. Эти волны ЧД и ЧД, равные нулю, если скорость равна 
нулю, имеют значение только для скоростей достаточно близких 
к скорости света. И только в предельном случае v — с мы бу­
дем иметь:

4 V 1 A  I2-

Иначе говоря, мы всегда имеем:
12_ ( 12)

где знак равенства относится к предельному случаю v — c.
Для волны с отрицательной энергией заключения совершенно 

противоположны. Волны ЧД и ЧД здесь преобладают. Если элек­
трон находится в состоянии покоя, то-есть если рх, ру и pz рав­
ны нулю, то мы имеем:

ЧД =  С е
- т̂сЧ 2 it г---;— т0 с21

ЧД =  D е Ч-4 =  0 (13)

Для возрастающих скоростей волны ЧД и 4Д приобретают уже 
значение, но только для предельного случая v — c мы будем 
иметь равенство между

|ЧД!2+ !  ЧД |* и |ЧД|2-Д|ЧД|2.
Таким образом здесь мы имеем:

9->0 (14)

где знак равенства относятся к предельному случаю v — c. Здесь 
берут верх волны, в некотором роде соответствующие собствен­
ной отрицательной массе.

Существование состояний с отрицательной энергией в теории 
Дирака представляет большую трудность для этой теории, так 
как электрон, будучи в таком состоянии, будет обладать стран­
ными свойствами, которые до сих пор не наблюдались. Поме­
щенный в электрическое поле /г, он получит ускорение со зна­
ком, противоположным знаку силы--ей; отнимая у него энер­
гию, мы увеличим его скорость; его скорость по знаку будет 
обратна количеству движения1) и т. д.

Таким образом, теория Дирака, казалось бы, должна поста-

*) В силу соотношения v ---- сГ~р~' котоРое выражает равенство скорости
частицы и групповой скорости связанных с ней волн.
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раться уничтожите  ̂ эти состояния с отрицательной энергией, так- 
как они кажутся несоответствующими действительности; но из 
соображений, которые мы сейчас изложим, это оказалось делом 
нелегким.

2. Неполный характер системы волн с положительной энергией

Мы обратимся к некоторым особенностям ’ нерелятивистской 
волновой механики.

В нерелятивистской волновой механике волновое уравнение:
к сРГ 

2 - i д t Н(М') (15)

представляет собой уравнение первого порядка но времени. 
Следовательно, решение этого уравнения целиком определяется, 
если мы знаем его первоначальную форму У (х, у, г, U).

Рассмотрим случай отсутствия поля. Тогда уравнение (15) 
примет вид:

АтЛтд'У
к о !

и допускает как решение плоскую монохроматическую волну:
2 Hi .
-} Г  ( Ы -  р х х  -  р у у  -  p z z )

У (a-, y,z,t) =  ae  
где (без двойного знака):

p i  -rPi-'rPz

(17)

(18)

Предположим, что мы задаемся первоначальной формой вол­
новой функции:

'Г (.х, у, z, 0) =- F (х, у, z). (19)
Предположим далее, что Р (x,y,z)  разложимо в интеграл 

Фурье в форме:
F (*, У, з) =  4

4 - о о  2 т : / . ,Т г  (. -  —  (I’x t  + Pyy + Pz*)
=  I / lg(P.r,P.v,Pz) е dpx dp у dp . (20)

—  СО

Коэфициенты этого разложения можно вычислить, исходя из 
данной функции F, по формуле:

1
/г’

S iP x ,P y ,p z )  =
- f  со

2'i‘ (Рх х +  Ру У + Pg z)F (х, у, z) е J dx dy d:. (21)
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Тогда можно утверждать, что функция:
Ч' (х,y,z, t)

Это очевидно поскольку:
1) 'Г есть решение уравнения (16), так как она является сум­

мой плоских монохроматических решений этого линейного урав­
нения;

2) для t — 0 мы имеем Т' (х, у, s, 0) — F (х,у, z).
Отсюда мы выводим следующую теорему: „В нерелятивистс­

кой волновой механике свободной материальной точки плоские 
монохроматические волны составляют „полную" систему, то-есть 
можно представить любое решение путем наложения таких 
волн".

Перейдем теперь к теории Дирака и попытаемся перенести 
в нее эти рассуждения. Здесь для 4 ЧД мы имеем систему из 4 
уравнений первого порядка. Таким образом, эти 4 волновые 
функции целиком определяются, если задаться первоначальными 
формами ЧД(л,у,£, 0).

Мы все еще берем случай поля равного нулю и при этом 
задаемся вопросом, возможно ли представить какое угодно ре­
шение путем наложения плоских монохроматических волн. Лю­
бое решение целиком определяется четырьмя функциями:

Допустим, что Ffc даны произвольно и разлагаются по теореме 
Фурье в форме:

У к (х, у, г, 0) =  F/c (х, у ,  z) ( к  =  1, 2, 3, 4). (23)

g k  ( Р х ,  р у ,  Р ' д  е

\'к {х,у, z) =

—  - J f  { Р х  Х + Р у  У + Р г
dpx dpy dpz, (24)

</ «
— оо

причем gk даны формулой:

— hs

4- оо

Fк(х,у, т)е

g k { P x , p y , P z )  =

Т Г  { Р х х + Р у У + Р * г ) dx dy dz. (25)
оо

Путем наложения плоских монохроматических волн мы по­
пытаемся представить решение, которое соответствует данным
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первоначальным ЧД и будет содержать только волны с положи­
тельной энергией. Для этого мы положим:

'Vk(x,y,z, t) -

О к (Рх, Ру, Ps) е
РуУ-PgZ)

<!рл-dp у dp. (26)

причем W определяется соотношением (4). Эти функции (26) 
дадут решение волнового уравнения, но для того, чтобы они 
приняли первоначальные формы FК(х,у, z), следовало бы иметь:

«fc (Рх,Ру,р)= gk (рх,Р у , р.) (К =  1, 2,3,4) (27)

причем известно. Но мы знаем, что из четырех ак(рх, Р у ,  p z )  

произвольно можно выбирать только два, а это показывает нам, 
что вообще нельзя удовлетворить условиям (27). Следовательно, 
плоские монохроматические волны с положительной энергией 
не образуют полной системы для электрона Дирака в отсутствии 
поля.

Наоборот, рассматривая наряду с плоскими волнами с поло­
жительной энергией также и плоские волны с отрицательной 
энергией, мы получаем полную систему. Действительно, если 
мы положим:

ЧД (х,у, z, t) =
+ 00 2 г;

Ш
 (т—рх х—Ру y—pg z )
ak(px,pv,pz)e dpх dp у dp г

00

fa (Рх, Ру, Pz)
' ( - т — р х х  - р у у - - р  )

dpx dpy dp,'z,

(28)

причем W всегда определяется но (4), мы будем иметь реше­
ния волновых уравнений, так как они линейны, и для того, чтобы 
первоначальные ЧД совпали с данными Fk(x,y,z), мы должны 
написать условие:

ak (рх, ру, pz) +  bk (рх,ру,Pz) =  gK (рх,ру,pz)', (к =  1, 2, 3, 4). (29)

Таким образом, в отличие от условий (27), условия (29) выполнимы, 
так как из 8 ак и Ьк, которые соответствуют совокупности 
Р х  Р у  Pz, четыре — произвольны.

Если мы явно напишем условия (29), мы получаем для каж­
дой совокупности рх, ру, ра условия: ж
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( Р х  — i Р у )  А — рг В D -- g 2 (рх, Р у ,  рг); (30)

P z  с-\ (рх Ч- i  Р у )  D +  А =^gb(px,py,p,Y,
-Р +  «о с 
t c

W

(Рх —iРу) с  4" Pz D
+  В  =  gi iPx, Р у ,  р ).

Если рассмотреть систему (30), принимая во внимание соот­
ношения Гайзенберга, мы увидим, что в наиболее благоприят­
ных случаях волновой пакет можно представить путем нало­
жения волн с положительной энергией, но только в том слу­
чае, если размеры волнового потока значительно больше, чем

- —. Наоборот, если размеры волнового потока меньше-----, во-т0 с F 1 тп0 с
обще невозможно представить его путем наложения плоских
волн без участия волн с отрицательной энергией.

Таким образом, вообще говоря, в теории Дирака невозможно 
представить какой-либо волновой пакет, не прибегая к волнам 
с отрицательной энергией, и эта невозможность показывает 
нам, как трудно исключить эти волны.

• С первого взгляда может показаться, что трудность с отри­
цательными энергиями существует даже в классической теории 
относительности. Действительно, в классической теории отно­
сительности энергия определяется, ках функция от количества 
движения в случае отсутствия поля из соотношения (3), соот­
ношения, которое для W дает два значения:

Но нужно заметить, что по (31) возможные значения W нахо­
дятся в двух отдельных областях от +  о о до-p т0с2 и от — т0 с2 
до — с с .  Интервал от - J -  т0 с2 до — т0 с2 не соответствует ника­
кому возможному значению энергии. В прежней динамике, даже 
релятивистской, механические величины, и в частности энер­
гия, вообще изменяются непрерывно. Таким образом, если вна- 
чал-е электроны имели свои энергии в положительной области

3. Парадокс Клейна

W =  +  с У m g  с2 - \ - p g  -|- р 2  - f  р 2 (31)
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//г0 с3  ̂ т0 так будет всегда, и никакое значение энергии 
из отрицательной области — т 0с- — оо не может появиться, 
так как обе области разделены интервалом-}-т йс2-+ — т йс 2, ко­
торый не могут пересечь значения энергии. Таким образом, воз­
ражения, выведенные из существования отрицательных энергий, 
в динамике Эйнштейна отпадают.

Того же нельзя сказать о новой механике, ибо она вообще 
признает возможность неожиданных переходов между состоя­
ниями, энергия которых различается на конечную величину, что 
не дает возможности a priori исключить переход из области по­
ложительных энергий в область отрицательных энергий. Больше 
того, легко себе представить простые примеры, где переходы 
такого рода осуществляются.

О. Клейн первый1) привел пример перехода, который, не 
представляя собой, собственно говоря, перехода из состояния 
положительной энергии в состояние отрицательной энергии, все 
же эквивалентен ему.

Клейн рассматривает плоскую поверхность S, которая разде­
ляет область I, где потенциал равен нулю, от области II, где 
имеется постоянный отрицательный скалярный потенциал V, 
таким образом, что в области II электрон имеет потенциальную 
энергию U =  — e V > 0 . На разделяющую поверхность из области 
I падает нормально электронная волна Дирака; эта волна пред­
полагается плоской монохроматической и соответствующей по­
ложительной энергии W. Необходимо вычислить отраженные 
и проходящие разделяющую поверхность волны. Можно пока­
зать, что для такого вычисления нужно сначала выразить, что 
каждая из четырех ЧД непрерывна на разделяющей поверх­
ности, то - есть написать четыре уравнения:

ЧД падающая-)-ЧД отраженная =  ЧД проходящая. (32)
Вполне естественно, что волны отраженные и проходящие 

соответствуют той же энергии, что и волна падающая: фено­
мен консервативен.

Допустивши это, Клейн пришел к следующим результатам, 
которые я приведу без доказательств. Для 0<}U<CW — т 0 с~ 
имеется одновременно и отражение и прохождение, причем как 
проходящая, так и отраженная волна имеют нормальный харак­
тер волны с положительной энергией.

Для W -f f l0cs<}U <W -)-/n0c2 имеется полное отражение 
с волной, рассеивающейся во второй среде. Для U >• W т 0 с~ 
мы снова находим волну, проходящую сквозь поверхность, но, 
и это главное, она представляет собокфволну с отрицательной 
энергией; очевидно, она соответствует полной энергии W, кото­
рая положительна, но которую можно назвать „энергией не по­
тенциальной природы" электрона области II, то-есть количество 
W U отрицательно и меньше - ~ т0с2, в то время как в класси­

Э Zeltschrift fa r  Physik, 53 (1929), стр. 157.
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ческой эйнштейновой механике это количество всегда больше тйс-. 
Волна, проходящая в среду II, где имеется скалярный потенциал V, 
аналогична волне с отрицательной энергией в отсутствии потен­
циала и обладает теми же парадоксальными свойствами. Существо­
вание этой проходящей волны нужно объяснить так: есть опре­
деленная вероятность, что падающий электрон проникает в об­
ласть II, переходя в это странное состояние.

По Клейну, эта вероятность может быть даже значительной. 
Очевидно, что результат вычисления нельзя рассматривать как 
физически точный, в этом и заключается парадокс Клейна.

Правда, случай, рассматриваемый Клейном, крайне схемати­
чен. Другие авторы рассматривали другие менее искусственные 
примеры. Общий результат этих исследований таков: каждый 
раз, когда потенциальная энергия электрона должна подвергаться 
изменению, по крайней мере, на т0с2 на расстоянии, меньшем 

h— , есть возможность появления состоянии с отрицательной 
'"о г
энергией. Этот результат приводит к мысли, что, если бы можно 
было исключить из рассмотрения пространственные расстояния 

h .меньше , возможно, удалось бы исключить волны с отрица-
/Wq С

тельной энергией. Это приближается к сказанному в конце преды­
дущего параграфа относительно представления волновых пакетов.

4. Замечания и выводы
Состояния с отрицательной энергией, кромё того, странным 

способом вклиниваются в теорию рассеяния света электронами 
Дирака. Мы не будем развивать этой теории, отсылая читателя 
к другим трудам1). Здесь мы отметим только вывод: электрон 
Дирака не мог бы рассеивать света, если бы он не мог нахо­
диться в состояниях с отрицательной энергией. Так как прихо­
дится принять, что электроны рассеивают свет, чтобы объяс­
нить явления рассеяния материальными телами, это показывает 
точно так же, как трудно освободить теорию Дирака от того 
очевидного несовершенства, каким является существование со­
стояний с отрицательной энергией. Тем не менее, делались раз­
личные попытки, чтобы устранить эту трудность. Мы скажем 
о них только несколько слов.

Шредингер предложил очень остроумное изменение общих 
уравнений Дирака, которое устранило бы состояния с отрица­
тельной энергией Д. Но кроме того, что это изменение трудно 
совместимо с существованием рассеяния света электронами, 
оно точно также носит явно искусственный характер. *)

*) См. в особенности замечательную работу К. Ферми Q u an tu m  th e o ry  o f  ra ­
d ia t io n  (R e v ie w s  o f  M o d ern  P h y s ic s , т. IV, (1932), стр. 120).

-) См. в особенности A n n a te s  d e  i ’ln s i i tu t  H en ri P o in care , т. И, стр. 269.
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Вместо того, чтобы постараться устранить состояния с отри­
цательной энергией, Дирак, наоборот, пытался их объяснить *)• 
Для этого он предполагал, что эти состояния существуют в дей­
ствительности, и что в каждой части пространства имеется бес­
конечное число электронов, занимающих все эти состояния с 
отрицательной энергией, электронов, которые ненаблюдаемы. 
Некоторые из этих электронов от времени до времени поки­
дают свое обычное состояние с отрицательной энергией, чтобы 
занять состояние с положительной энергией, и эти электроны 
наблюдаемы. „Дырка11, оставленная в состояниях с отрица­
тельной энергией уходом электрона, и будет то. что мы 
называем протоном. Возвращение ушедшего электрона в со­
стояние с отрицательной энергией будет означать одновремен­
ное исчезновение электрона и протона, исчезновение, которое 
должно сопровождаться испусканием радиации. К несчастью, 
эти соблазнительные гипотезы встречают массу возражений 
и не могут быть сохранены * 2).

*) Там же т. 1, стр. 357.
2) Главным возражением, выдвигавшимся против теории „дырок* Дирака, 

было то обстоятельство, что масса электрона и „масса дырки" должны непремен­
но быть равными, в то время как массы электрона и протона совершенно раз­
личны. Другим возражением -являлось то, что „дырка" должна иметь, как пока­
зывает вычисление, весьма незначительную продолжительность существования, 
в виду большой вероятности ее взаимной „аннигиляции* с каким-нибудь элек­
троном с положительной энергией. Однако, оба эти возражения отпали после 
открытия частицы с массой, равной массе электрона, но с положительным за­
рядом („позитрон"). Это открытие дало возможность отождествить „дырки" Ди­
рака не с протонами, а с позитронами. Последние, как показывает эксперимент, 
действительно имеют весьма малую продолжительность существования. На осно­
вании теории „дырок" оказалось возможным объяснить и предсказать ряд эф­
фектов, заключающихся в образовании электронов и позитронов при различных 
процессах, как, например, столкновение двух материальных частиц, ядра с фо­
тоном и т. п. Эти явления заключаются в том, что под влиянием внешнего воз­
мущения электрон, находившийся в состоянии с отрицательной энергией, пере­
ходит в состояние с положительной энергией, причем получится обычный элек­
трон и „дырка", т. е. позитрон.

Таким образом, наличие у уравнения Дирака решений с отрицательной 
энергией представляется в настоящее время благодаря теории „дырок" не не­
достатком, а скорее достоинством теории. Надо, однако, отметить, что теория 
„дырок" (как и вообще теория Дирака) в ее теперешнем виде не может счи­
таться окончательной. В частности, она наталкивается на серьезные трудно­
сти, связанные с бесконечной плотностью распределения электронов с отрица­
тельной энергией в пространстве, которые, с другой стороны, никак не обна­
руживают своего присутствия. Попытки обойти эти трудности, сделанные в по­
следнее время Дираком, Гайзенбергом и Пайерльсом, еще не привели к опре 
зеленным удовлетворительным результатам.

Прим. ред.
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„Дрожание" Шредингера

1. Движение центра тяжести вероятности

В этой главе мы будем избегать явно вводить оператор, 
соответствующий „скорости" электрона. Скорость частицы 
является обозначением, которое, как это заметил Бор, нужно 
употреблять в новой механике с осторожностью. Она является 
определенной только в некоторых случаях, и представляется 
неоправданным рассматривать ее, как физически наблюдаемую 
величину.

Наоборот, всегда можно рассматривать среднее положёние 
частицы или центр тяжести вероятности и изучать его движе­
ния. Действительно, эта точка в теории Дирака определяется 
ее координатами:

Скорость точки с координатами х, у, z является вполне опре­
деленным количеством.

Пусть (Ч?, W2 ¥ 4) будет решением уравнения Дирака, кото­
рое представляет волну, связанную с движением определенного 
электрона. Мы можем, как это нам известно, разложить каждую 
ЧД в ряд по собственным функциям в форме:

‘Л » ’ ЩП
причем сп представляют собой комплексные постоянные. Под­
ставляя в (1), мы имеем:

— Г’ 4х = У е т*с„ У  (Ч'% т х  ЧС-, „) d т, (3)
Itn J

замещая одним ’знаком тройные интегралы формул (1). Обозначая 
через хтп элемент с индексами т, п матрицы, соответствующей 
оператору х, формулу (3) мы запишем просто как:

X ^  Cm' Сп Хрт. ' (4)jmi
т, п



ДНОЖАНИК11 Ш  РЕДИН I' КIJ Л 223

Да.чее, к силу формулы (23) главы XV мы имеем : 
d Хтп _

d t ~~ Tv,.,,,:’; ; 4 vm ид-) d

где М есть гамильтонов оператор Дирака :
Н — [е V +  с («! Р, +  а3 Р,, +  а3 Р3 +  а, т„с)] 

Мы легко находим:
2 я i , ( д д(хН  — Н х) — r a j j x - - ------- г - -хдх дх

а следовательно:
d  Хтп
d t

4

V ...<r>d^:k.n\d-

Таким образом из (4) мы получаем: 
" 4d  х  w JCftifi

d t  - * Cm""Cn~ J T —  I  ^m"  '4  k,m  ( "  C  ? .j)  C n  'I  ft,,,
d  D  1 m n

4

2ft 4 ft"

(5)

(6)

(7)

(8)

d'z —

(9)

Вполне естественно, мы точно также найдем :
4 л  4

с/ ̂  / J}2ft й'" ( с аз) ft > (f f J  n2ft'7 ft ' ( c яя) ft ■ ̂  x-
( 10)

Уже раньше (формулы (7) главы XII) мы нашли следующие 
выражения для составляющих потока вероятности:

4

р их с V  . а, Д, d t. (И)jUk к 1 ft “ w 1
Следовательно, сравнивая с (9), мы имеем:

d х 
d t

и точно также:
d y
d t

Таким образом, скорость центра тяжести вероятности равна 
среднему значению скорости вероятности, результат, который 
можно было предвидеть a priori.

--- / [Jiix d* =  их (12)
,1 D

-  d z (12')~ lly d t ^ Uz'
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Часто формулы (9) и (10) объясняют, говоря, что операторы 
— cov —со2 и — соз суть операторы, соответствующие трем 
составляющим скорости электрона. Так как эти операторы для 
собственных значений имеют только ф с  и — с, мы, согласно 
общих принципов новой механики, говорим, что единственными 
возможными значениями составляющих скорости являются + с 
и —с, результат, понять который довольно трудно. Мы предпо­
читаем, как мы уже говорили, воздерживаться от приведения 
в соответствие операторов — „скорости" частицы.

2. Теорема Эренфеста в теории Дирака уже неточна

В нерелятивистской волновой механике мы уже приводили 
теорему Эренфеста, которая выражается формулами:

сРх 7 dry__7 d2z 7
(,3 )

Примененная к случаю отсутствия поля, эта теорема приво­
дит нас к следующему результату : „В отсутствии поля движение 
центра тяжести вероятности прямолинейно и равномерно." Это 
является в некотором роде перенесением в волновую механику 
принципа инерции.

В теории Дирака этот вывод вообще не точен. Действи­
тельно, возьмем формулу (8) и применим еще формулу (25) 
главы XV; мы получаем.-

ЛгХт1
d ¥ L

2 z i
k . m ' ( c Ч н  -(- H с я,) • T ic.n ■d t, (14)

а следовательно no (4): 
d2x
dP

V c
m , n

4

V If/*. “ " ̂  (-1 l' m h 1 сол H -f- H соф 'Fk, n ■d t, (15)

Ho ax не коммутирует с H, поскольку она антикоммутативна 
с а2, 7.3 и а4. Следовательно, вообще мы имеем

dtx
d ¥ ф  0, а также: d ly

d ¥ ф0- ddz
dP 0. (16)

Движение центра тяжести вероятности в отсутствии поля, 
вообще говоря,—■ непрямолинейно и неравномерно.

Теперь мы подробно рассмотрим причину, .которая мешает 
этому/движению центра тяжести быть прямолинейным и равно­
мерным, и мы увидим, что это связано с существованием со­
стояний с отрицательной энергией. Таким образом мы будем 
иметь в иной форме результаты, уже полученные Шредингером Д.

’) Annales de VInstitut Н. Poincare, loc. cit.
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3. „Дрожание11 Шредингера

Чтобы как следует понять, почему движение центра тяжести 
вероятности, даже в отсутствии поля, вообще не является в 
механике Дирака движением прямолинейным и равномерным, 
мы подвергнем подробному анализу выражение:

d x _
d t СЧ) xVkd-. (17)

Мы знаем, что всегда можно написать:
Об

W* (х, у, г, t) =
—  со

2 тс*

а к ( Р х  pypz) е п
[W t - p x  х  Ру y —pz г ]

2яг
-\-Ък(рхрург)е h

w t - - p x  x ~ p y y —p z  г ]
dpx dpy dpz,

(18)

где

W =  -f- Vrn02 c2 4- pxiJr  Py2+ Pz2- (19)

Восемь ак (рхрург) и bk (pxpypz) могут быть вычислены, ис­
ходя из произвольно взятых четырех из них, при помощи формул, 
нам уже известных.

Назовем теперь „пространством моментов" пространство, 
в .котором прямоугольными координатами служат величины 

P x p y p z ,  и разделим это пространство на сколь угодно малые 
ячейки а. Количества:

А(а)=: I ( I е h (Px*+PyV+Pz") dpxdpydpz (20)

представляют собой (с точностью до постоянной нормировки) „соб­
ственные диференциалы" сплошного спектра плоских монохро­
матических волн1), и мы можем написать:

ЧД (х, у, z, t) ^ ак (рх Ру pz) e h  u * - f  bk ipx py pz) e h ’. w * M e).
(21)

причем pxPyPz представляют собой координаты центра'эле­
мента з в пространстве моментов, а Е — суммирование по всем■з
ячейкам о в этом пространстве.

9 См. определение собственных диференциалов в главе V, параграф 4.
15—01278
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А раз это так, мы можем написать (17) в виде:

? х  =  _ с у у  V
г ]  f  Jm i Jmd JmiU 1 j  j '  1

4 vv t
аи(р'хр'ур'г)ъ h +  bk(p'xp'уp ’z)

2 r. i . 2 n * у ^

а  к ( P x  P v  P z )  e T  " ' + b k (px py pt) e h

Д*(3')Д(3)^т. (22)

Вполне естественно, что областью здесь является все простран­
ство целиком. Так как собственные диференциалы—ортого­
нальны и могут предполагаться нормированными, мы имеем1):

dx
dtс . . ._ Л % > л—А3 1

2sHv< 2r.i
ак (Рл ру P z ) e h 4 -  Ьк ( P x  Р у  P z )  е

w /

a k ( p x p y p z ! G  h l h - ( p x  P y  P z )  e

*i •

(23)

пли еще:
dx  
dt

V  . i V

f У  |<U* *: «А 4- /’a" ■
3 I

4 '  i W't
-  ’ Л-. ai e " 4 ^ * .h ! 2 a b f a к e4- r ' v ' (24)

Теперь нужно преобразовать это выражение. По формулам 
предыдущей главы мы имеем:

ps А 4~ (р.х — iPv) В _ (Px iPy) A Pz В
а' "W4 ; а- — ~  W .

--  +  ' v

<73-- А; <7+ =  В,
откуда:

■ с V  afc;i: aj =  — с (a* a, - f  а* а3 +  a3* а2 +  ап  а,) =

(25)

., АЛ* +  ВВ* 
;-/>jrC' W +  mftc2

Но мы имеем точно также:

V , at* ак — (AA* -f- ВВ*) / 1- p S + Р уЧ р А  _ o W AA4 -BB -
\V V i W 4  т, ,с-
-  +  т0с'  '

(26)

(27)

J) Через з мы здесь обозначаем объем ячейки з.
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откуда, сравнивая с (26):

■ с V « fc* а, ак 
1

Рх С~ \ i  
1

(28)

Пользуясь выражением для Ьк, мы точно также найдем : 

1 1
(29;

С другой стороны, два последние члена выражения (24) 
комплексно сопряженные (в силу эрмитности а,) и могут быть 
написаны, как:

(30)С У, a A, cos (у  Wt  - f  ®j j •

Вполне естественно, А: и <pt изменяются от ячейки к ячейке, 
то - есть представляют собой функции от PxPyPz-

В конечном счете по (28), (29) и (30) мы можем написать (24) 
в виде:

d х "  - ~ - 'Jk

+  У  з c A, cos 4 - W
*7Г гг (31)

Далее, по формулам релятивистской динамики,' величина 
с1 рх * ..-^г- представляет собой составляющую .г скорости, соответ­
ствующей количеству движения рх и энергии -{-W. Точно также 

можно считать составляющей х скорости, соответ-с- рх
W

ствующей отрицательной энергии — W. Таким образом, первый
(& Xчлен в выражении (31) представляет собой некоторого ро­

да среднее значение составляющей скорости vx, соответствую­
щей спектральному составу (18) волны W. Следовательно мы 
полагаем:

— ' Р\\~ Ulk" — bk) (32)

д'л. естественно, не зависит от времени. Таким образом мы имеем : 

d j  — ^  3 с Ах cos W7 -j- fj j . (33)

откуда после интегрирования:
: const -4- v h e  к . <4-.-я---777 Sin ( ~  W t4 iz W \ h (34)
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Мы полагаем :
; =  const -\-Vx t.

Получается:
дс = ;

Точно также мы найдем:
-  . V7 he А„ . 
3' =  4 +  2 i a4 „ w sin3

2 ТГ 2 W ,

„ 1 v  heА3 .
2 =   ̂+  2 i ° 4 ltW Sln 2 я 2W , ,

К 1 +  ъ
при определениях:

Т) С ~
Т, - -  V y  t +  const; г'}' =  ^  3 ^  «к йк)

з 1

С — vzt-\- const; ve =  (oa:: a* — <V: Afc).
5 1

■2 he A, .
a Л—vi? Sln4 г W 2 it 2 W

(35)

(34 >

(37 >

(38>

Точка с координатами ;, yj, : движется прямолинейно и равно­
мерно, а центр тяжести вероятности совершает вокруг этой
точки колебания с частотами Это „дрожание Шредингера
Впрочем, амплитуды этих колебаний вообще слабы, так как

heони пропорциональны множителю —лЧ7, который всегда гораздо
4 re W

he 1 h „ hменьше . - ,  — т— ; ибо количество  , часто называе­те  т0с1 4 к т0с т^с
мое „длиною волны Комптона*1, весьма мало (2,4. 10~10 см).

Предыдущий анализ ясно показывает происхождение дрожа­
ния Шредингера. Оно происходит от биений волн с положитель­
ной энергией W и соответствующих волн с отрицательными 
энергиями — W. Частота биений, как обычно, есть разность

2 Wчастот бьющихся волн, то - есть в данном случае - •
Для волнового пакета, в спектральном разложении которого 

не фигурирует ни одной волны с отрицательной энергией, не 
наблюдается дрожания Шредингера и теорема Эренфеста 'дей­
ствительна. Но мы знаем, что в общем случае, чтобы предста­
вить волновой пакет, нужно обратиться к волнам с отрицатель­
ной энергией. Вот почему теорема Эренфеста, вообще, не 
действительна в теории Дирака.

Следовательно, дрожание Шредингера и недействительность 
теоремы Эренфеста связаны с существованием состояний с отри­
цательной энергией и исчезли бы вместе с ними, если бы эти 
последние можно было устранить.
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Несколько замечаний о теории относительности 
и новой механике

I. Отсутствие в новой механике симметрии между 
пространством и временем

Мы видели, что теория Дирака с некоторых точек зрения 
согласуется с принципом относительности. Действительно, его 
основным уравнениям можно придать форму, инвариантную по 
отношению к преобразованиям Лоренца : при помощи его четы­
рех 'Г можно образовать величины, которые имеют тензорный 
характер в пространстве - времени. Тем не менее, совершенно 
невозможно претендовать на то, чтобы теория Дирака в ее 
нынешнем состоянии целиком согласовывалась с концепциями 
относительности. Одной из ведущих идей теории относитель­
ности является то, что она всегда заставляет пространственные 
и временные координаты входить в уравнение симметрично. Но 
в теории Дирака эта симметрия переменных xyzt не осущест­
вляется, так как мы принимаем в ней общие принципы новой 
механики, общие принципы, которые, по крайней мере в их 
настоящей форме, придают совершенно особую роль переменной 
„время". Мы должны остановиться на этом моменте.

Новая механика каждой наблюдаемой физической величине 
приводит в соответствие свой эрмитовый оператор. Так как 
эрмитность оператора определяется в области пространства, 
уже одного этого достаточно, чтобы определение даже опера­
торов, употребляющихся в новой механике, не было реляти­
вистским. Время может фигурировать в этих операторах только

дпв качестве параметра, а производные ^  никогда не могут в 
них фигурировать.

Определив операторы, которые соответствуют наблюдаемым 
величинам, новая механика принимает, что возможные значения 
каждой из этих величин даются собственными значениями ее 
оператора. А собственные значения и собственные' функции опе­
раторов, в свою очередь, определяются в области пространства. 
Переменная „время" не играет никакой роли в вычислении соб­
ственных значений и собственных функций эрмитового опера­
тора; если она в них фигурирует, то только в качестве параметра. 
Вычисливши таким образом возможные значения наблюдаемой 
величины А, новая механика принимает, что соответствующие 
вероятности различных возможных значений этой величины 
даются квадратом модулей коэфициента каждой собственной
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функции в разложении волновой функции 'Г но этим собствен­
ным функциям.

В общем случае1) эти вероятности зависят от параметра t  
и именно поэтому изменяется вообще состояние системы.

Короче говоря, новая механика до сих пор рассматривает 
время, как играющее роль, совершенно отличную от роли про­
странственных координат. Таким образом, теория Дирака, кото­
рая принимает общие принципы новой механики, не может быть 
в действительности „релятивистской1*. Это легко видеть, напри­
мер, изучая средние значения величин в механике Дирака. Плот­
ности среднего значения определяются в пространстве и, чтобы 
перевести плотность в среднее значение, нужно проинтегрировать 
но пространству: действие, которое не является инвариантным 
в релятивистском понимании. Так можно объяснить некоторые 
очень явные особенности на таблице средних значений, которая 
находится в конце второй части настоящей книги, как, например, 
асимметричное вхождение оператора а4.

2. Четвертое соотношение неопределенности
Мы затронем еще один вопрос, который связан с особой 

ролью, которую играет время в волновой механике.
Соотношения неопределенности Гайзенберга следующие:

\рх • А л' .>• h; А ру ■ Ау  > Л; Д/7г-Аг>/о (1)
С математической точки зрения они происходят из того 

факта, что волновая механика ставит в соответствие (с точностью 
до постоянной) классическим величинам рхр\Р* производные 
соответственно по сопряженным переменным x ,y ,z .

С физической точки зрения соотношение (1) нужно объяснить 
так: в данный момент произведение неопределенности одной 
из координат частицы на неопределенность сопряженной состав­
ляющей количества движения всегда по меньшей мере по­
рядка h.

Релятивистская симметрия между пространством и временем 
требовала бы, чтобы три соотношения (1) были дополнены 
четвертым соотношением :

(2)

поскольку энергия W есть временная составляющая простран­
ственно - временного четырехмерного вектора импульса, про­
странственные составляющие которого суть рхрург-

Но при современном состоянии новой механики это четвертое 
соотношение неопределенности совершенно не может быть 
истолковано таким же образом, как и три первые, ибо, с одной 
стороны, время t должно рассматриваться, как параметр, имеющий

J) То есть, когда А не является первым интегралом.
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вполне определенное значение без всякой неопределенности, 
а с другой стороны, величина „энергия W" соответствует гамиль-

h д который не можеттоновому оператору, а не оператору 2 n i d t ’
рассматриваться, как эрмитовый в собственном смысле слова.

Тем не менее, равенству (2) можно придать смысл. Действи­
тельно, известно, что, если мы наблюдаем прохождение волны 
в одном определенном пункте пространства в течение какого- 
нибудь конечного времени М, мы можем утверждать, что эта 
волна обладает частотою v только с неопределенностью:

А/ ]_
м (3 )

Принимая во внимание соотношение W — !vt 
мы можем написать неравенство (3) в виде:

для волны Ч‘,

( 4 )

Тогда мы замечаем смысл соотношения (2). Оно выражает, 
что опыт или наблюдение, произведенные в определенной точке 
в течение времени At, не в состоянии определить энергию

hчастицы с неопределенностью меньшей
Таким образом, четвертое соотношение неопределенности 

имеет смысл, но смысл очень отличный от смысла первых трех. 
В этом заключается новый аспект асимметрии между простран­
ством и временем в волновой механике.

3. Возможно ли в новой механике восстановить симметрию 
между пространством и временем?

Чтобы установить симметрию между пространством и вре­
менем в новой механике, нужно попытаться изменить в этом смысле 
формулировку общих принципов. Не утверждая, что это невоз­
можно, мы покажем, что это наталкивается на большие трудности.

Первое, что нужно сделать, это определить эрмитность 
операторов в пространстве - времени вместо определения в про­
странстве. Пусть, например, оператор А может одновременно 
действовать на переменные времени и пространства (а также 
при случае и на переменную спина '). Тогда эрмитность опре­
делилась бы по условию:

f I I j  f* (х, у, z, t) A g (х, у, г, t) dx dy dz dt -----
D

=  J j J j g (x, y, z, t) A* /* (x, y, z, t) dx dy dz dt, (o)
D
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причем D есть область пространства - времени; для свободного 
электрона — все пространство - время целиком.

При случае в условии (5) могло бы иметь место суммирова­
ние по переменной С.

Тогда собственные значения и собственные функции опера­
тора А определились бы из уравнения:

A foi (X, У, z, t)\ =  а,- <Рi (х, у, г, t); (6)
при этом конечна, однозначна, непрерывна и равна нулю на 
границах области D пространства - времени. Волновая функция 
'V (х, у, z, t) разложилась бы в виде:

'Г (х, у , z, t) =■-- 2  d (х, У, г, t) (7)
i

и тогда можно было бы обычную формулировку общих прин­
ципов изменить так: „Измерение физической величины, соот­
ветствующей оператору А, может дать только одно из значений

и вероятность значения afc равна 1г&|2“. Отсюда вытекало бы, 
что среднее значение величины А было бы:

А =  I f  Ч-’* А (V) dxdydzdt.  (8)
D

К несчастью, все эго встречает сильные возражения. Коли­
чества оч и Ci были бы, согласно их новым определениям, неза­
висимы от времени и, естественно, то же было бы и с А. Таким 
образом, мы получили бы статическую физику, вследствие чего 
была бы устранена всякая эволюция во времени.

Вторая трудность заключается в следующем. Если при совре­
менных принципах новой механики мы „квантуем" систему, 
например, атом водорода, мы мысленно изолируем эту систему 
от всего окружающего мира. Строго говоря, это невозможно. 
Для определения ЧГ принципиально нужно учитывать не только 
силовое поле, созданное ядром, но и все силовые поля, суще­
ствующие в ркружающем мире. К счастью, влияние силон(ых 
полей вне атома на форму стационарных волн Ч' внутри атома 
совершенно ничтожно, так как эти волны очень быстро стре­
мятся к нулю, как только мы удаляемся из области атома. 
В принципе определение стационарных волн собственных функ­
ций требует рассмотрения всего пространства и всего, что в нем 
содержится, а практически структура материального мира опре­
деляется тем, что именно мы возьмем из систем, достаточно 
независимых от остального материального мира, чтобы можно 
было их рассматривать изолированно. Но если мы захотим опре­
делить собственные функции в пространстве - времени, то дело 
будет обстоять иначе, так как совершенно невозможно разде­
лить существование физического тела такого, как атом, на части, 
Независимые одна от другой. Возьмем атом водорода. На про­
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тяжении своей истории он будет подвергаться различным дей­
ствиям, например, эффекту Штарка или эффекту Зеемана. Если мы 
хотим определить функции и собственные значения в простран­
стве - времени, мы найдем, что стационарные состояния этого 
атома будут неизменны и определятся совокупностью всех дей­
ствий, которым он подвергался на протяжении всего времени. 
А это представляется совершенно неприемлемым.

Действительно, даже в теории относительности в ее теперь 
уже классической форме переменные времени и пространства 
далеко не эквивалентны. Переменная „время" изменяется в ней 
всегда в одном и том же смысле, а мировые линии всех мате­
риальных тел представляют собой линии, имеющие положитель­
ное направление, которое всегда образует с осью ct угол, по 
крайней мере, в 45°. Иначе говоря, пространство - время обла­
дает существенной „полярностью".

В релятивистском представлении наблюдатель А рассматри­
вает, как одновременные и соответствующие тому же самому 
значению их собственного времени, мировые точки, которые 
содержатся в определенной области трех измерений простран­
ства - времени. Это наблюдается в силу того, что эта область 
перерезывает все мировые линии, которые наблюдатель А мо­
жет отрезать в своем пространстве с независимыми единицами. 
Но по смыслу мировых линий такое отрезывание невозможно. 
Имеется некоторого рода „фиброзная структура" пространства- 
времени в смысле времени. Именно эта „фиброзная структура" 
и затрудняет нас, и мы видим,что трудность имеет свой корень 
в самой классической теории относительности.

4. Более строгая форма соотношений неопределенности 
(Бор, Ландау, Пайерлс)

Соотношение AW. h, если в него ввести релятивистскую 
идею, что никакое действие не может распространяться со ско­
ростью большей с, приводит к формулированию новых соотно­
шений неопределенности. Эти новые соотношения, не содержа­
щиеся в общих принципах новой механики в ее нерелятивистской 
форме, прибавляются к соотношениям Гайзенберга и усиливают 
неопределенности, которые из них вытекают.

Не входя в подробности рассуждений, которые приводят 
к этим новым неопределенностям, мы, однако, попытаемся пока­
зать их происхождение. Возьмем случай отсутствия поля. В ре­
лятивистской волновой механике четыре параметра W, рх, ру, рг, 
которые фигурируют в фазе плоской монохроматической волны, 
связаны соотношением эйнштейновой динамики:

Р W*
с'1 msc- (9)

откуда легко выводится Д)р Д W
с
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Но мы знаем, что если пытаться определить состояние элек­
трона путем опыта в течение At, то нам это удастся только
с неопределенностью то-есть, что разложение волны 'F па
монохроматические волны охватывает спектральный интервал:

Av ==
AW

h (10)

Таким образом, значения \р\, которые входят в спектральное 
разложение волны Ч;, занимают область:

А |р > ---- >  —г , •1 с с А г ( П )

Отсюда мы делаем вывод, что наблюдение или опыт в тече­
ние Д£не может привести к определению количества движения

„ h _с неопределенностью меньшей • с)то дает соотношение не­
определенности нового характера.

Неравенство (11) можно найти еще иным способом. Если 
наблюдатель, поместившись в некоторой точке пространства, 
хочет ограничить длину волнового потока W, он должен заста­
вить его пройти сквозь отверстие, проделанное в экране и могу­
щее закрываться при помощи ставня. Он будет поднимать ставень 
в течение интервала времени A t, затем возвращать его на место 
таким образом, чтобы ограничить волновой поток, проходящий 
через экран в течение этого времени Д t. Но передняя часть 
этого волнового потока не может двигаться со скоростью боль­
шей с, и длина волнового потока, прошедшая через экран, макси­
мум равна с At. Таким образом, беря ось z в направлении распро­
странения, неопределенность координаты z частицы в пропу­
щенной через экран волне будет:

Az-^cAt  (12)
и, согласно соотношению Гайзенберга:

\  h  h
*P‘> T z * o i t (13)

а так как здесь можно отождествить р и рг, мы находим нера­
венство (11).

С первого взгляда может показаться, что соотношение (11) 
находится в противоречии с обозначением плоской монохрома­
тической волны, ибо для нее мы имеем Д р — 0. Но это возра­
жение можно устранить, заметив, что для того, чтобы быть 
в праве связывать с частицей плоскую монохроматическую 
волну Ч’, следовало бы иметь возможность утверждать, что 
частица может находиться в какой угодно точке пространства, 
а это утверждение могло бы оправдаться только для опыта
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бесконечной продолжительности, поскольку никакое средство 
исследования не может пройти пространство со скоростью боль­
шей с. Остается однако возражение, что, строго говоря, наблю­
датель никогда не может представить своих сведений о состоянии 
электрона при помощи безграничной плоской монохроматиче­
ской волны.

Некоторые рассуждения приводят к мысли, что для тела
* .. hсобственной массы /л0 измерение длины меньше —— или продол-ш0с

жительности меньше является иллюзорным *). Это позволяет
надеяться, что, если из теории электронов удастся исключить

hрассмотрение расстоянии меньших и интервалов времени

меньших — , как лишенных смысла, может быть, тем самым тйс2
удастся устранить трудность отрицательных энергий, но это 
пока еще не больше, чем надежда.

’) См. Шредингер, Annales de 1‘Institut Н. Poincare, loc. cit
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